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Foreword

The present efforts towards developing field theory (the quantum
theory of infinite systems) by use of operator-theoretic techniques
centers around three main subjects: constructive relativistic field theory,
constructive statistical mechanics and structural field theory (both
relativistic and nonrelativistic). The 1969 session of the Institut d'Etudes
Scientifiques de Cargése was devoted to the second and third subjects,
the main emphasis lying on rigorous statistical mechanies (in spite of the
spectacular recent advances on constructive relativistic field theory in the
hands of Glimm and Jaflé, it was felt by the organizers of the session
that covering those developments in a fair way would require a session
of its own, a project incompatible with the general aim of the session).

The present volume, containing lecture notes of the session mainly
provided by the lecturers, hopes to offer a picture of the present status
in the aforementioned subjects. I would like to thank heartily all the
contributors for graciously yielding to my tyrannic demands for written
texts in brief time, the basic condition for the relatively early appear-
ance of this volume.

We thank Professor M. Lévy for allowing our group of axiomatists
to use the facilities of the Institut d’Etudes Scientifiques de Cargése and
we aknowledge gratefully the financial support of NATO, DGRST and
Ministére des Affaires Etrangéres, Paris, which made possible the
organization of a session of a somewhat usually large scope.

Last but not least, our thanks are due to Mesdemoiselles J. M. Co-
lonna and M. F. Hanseler for their good will and competence in pro-
viding secretarial help, to all who helped typing the texts of the lectures,
a task in which the Marseille secretarial staff had a particularly heavy
share, and to Mohammed Mebkhout for the masterly preparation of a
celebrated méchoui,

DANIEL KASTLER

N. B. We refrain from performing proofreading for the sake of a
speedy publication. The readers puzzled by printing crrors would be
senit an erratum on request by the authors.
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ETATS QUASI-LIBRES

1. Masuceau, M. Simucue, F. Rocca g1 A, VERBEURE

Etude algébrique des états quasi-libres

J. MANUCEAU

Centre de Physigue Théorigue, C.N.R.S.,
31, chemin Joseph-Aiguier, Marseille, France

A. ETATS QUASI-LIBRES DES FERMIONS
1 Intreduction

La notion d'wétat quasi-libres de I'algébre de Clifford a été définie par
R.T. Powers [1]. L'étude des états quasi-libres invariants de translation
a été commencée par E. Balslev et A. Verbeure [2]. lci nous poursuivons
cette étude en utilisant une méthode plus puissante qui permet d'obtenir
des résultats plus complets.

Dans le deuxiéme chapitre nous donnons quelques résultats con-
cernant les structures complexes des espaces de Hilbert réels ainsi que la
définition ¢t les principales propriéiés de la C*-algébre des relations
d’anticommutaticn.

L'¢tude détnillée des états quasi-libres fait l'objet du troisiéme
chapitre.

2 Préliminaires mathematiques

2.1 Structures complexes de Pespace monoparticulaire

Soit H un espace de Hilbert réel, muni du produit scalaire 5. Cet
espace est noté (M, 5) et appelé vespace monoparticulaires

303



304 CARGESE LECTURES IN PHYSICS

Une structure hilberticnne s-permise de H sera définie par la donnée
d’un opérateur orthogonal J de H (i.e. s()y, Jp) = s(w, @) pour tout
et g, vérifiant:

=1,
Si nous posons:
(a+iff)y = aw + Iy

HWI ‘Jﬂ nj{‘Fl W‘.l'f'-f'-‘?{-’iﬂ', ?}l o EtﬁER. W et 'wEH!'

alors, (H, h) est un espace de Hilbert complexe, La forme bilindaire o
deéfinie par;
aly, p)—s(Jy, p)

est une forme symplectique (Y et el aly, p) = —olp, w) et olw, @)
=0, Vpell=y =0).

21,1 Pour qu'un espace de Hilhert réel (H, 5) admeite une structure
complexe s-permise, il faur et il suffit, que la dimension de H soit
paire ou infinie.

Si ff cst de dimension impaire, il n'admet pas de structure complexe
puisqu’il n'admet pas de forme symplectique, Supposons que H soit de
dimension paire ou infinie et soit {e¢/ e/} une base orthonormale de H.
1 étant de puissance paire ou infinie, admet une partition formée de deux
sous-ensembles /1, et £; de méme puissance. Soit y une bijection appli-
quant I, sur [, ct pour tout jef, notons g I"élément e,;,. L application
linéaire de H, définie par:

Jie)=¢g;
Jig,) = —e; pour tout jel,

définit bien une structure complexe s-permise de H,

Mous dirons que Jest associé 3 la base {e, i€/, } de H. Inversement,
si J définit une structure complexe s-permise de H, il est aisé de construire
une base {e;, ;| jel} de H telle que J lui soit associé,

212 SiJ, et J; définissent deux structures complexes s-permises de H,
il existe un opérateur orthogonal T de H tel que:

J=TI,T-*,
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Soit {e,, ¢l iel} (resp. {f;, ¢,/ iel}) unc basc orthonormale de M telle
que J, (resp. J,) lui soit associé. L'opérateur orthogonal T dans H
défini par:

Te;=1f,
Te=p, pour tout iel,
prouve la propaosition.

2.2 C*-algébre des relations d’anticommutation
Soit A(H ) I'algébre tensorielle réelle, construite sur H et #(H, 5) 'idéal
bilatére engendré par les éléments de la forme
xx—s{x,x)- 1
ot 1 est 'identité de A(H). L'algébre complexifiée de
A(H) F(H, 5)

est notée A(H, ) et appelée valgébre de Cliffords, Soit Biy) I'image de
w par l'injection canonigque de / dans (/{, 5s). D'aprés la construction
méme de U(H, 5) il s'endéduil que

B:weH— Bly)eU(H, 5)
est une injection R-lindaire telle que:

[B(w), B(p)]. = 25(w. )+ 1

pour tout w et geH ol 1 est I'élément identité de (M, 5). 1] n'existe
qu'une scule involution sur A(H, 5) telle que tous les Bw), weH, soient
hermitiens. De plus, il n'existe gu'une seule norme de C*-algébre
(lla*all = |lal? pour tout ae(H, 5)); et notons A(H, 5)la C*-algébre des
relations d’anticommutation, complétée de U(H, 5) pour cette norme.

La méme construction que la précédente aurait pu étre faite si (H, 5)
avait été seulement un espace préhilbertien réel. Mais comme

LB(w)II = | B(w)*B(w)| = | B(w)*| = wi
on obtient o
A(H, 5) = AU(H, 5)
ol H est le complété de /1. Par conséquent dans tout ce qui suivra nous
supposerons H complet.
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2.2.1 Sidim H= 4o, U(H, 5) est une C*-algébre simple.

Soit & I'ensemble des sous espaces vectoriels de / de dimension finie.
Si Eef, U(E, 5) est une algébre de type l,» ou n est la moitié de la dimen-
sion de E, elle est donc simple. Comme £ est un ensembile filtrant (1.e.
pour tout E, et E;ef, il existe E ef tel que E,WE,=E,;) ct absorbant

(e, [l = LE)ect que
Eedf

W(H, 5) = WUA(E, 5),
Per

on déduit que (M, 5) est la limite inductive des algébres simples
[A(E, 5)| ek}, elle est done simple,
Un opérateur T dans H est dit orthogonal, s'il est surjectil’ et &'l
vérifie:
Ty, Tp) = sy, p)

pour tout w et peH. Notons O(H, s) le groupe des opérateurs orthogo-
naux de (M, 5) et a(U(H, 5) le groupe des automorphismes de A(H, s).

2.2.2  Pour tout Tet®(l, s), lapplication qui @ Blw) fait correspondre
B(Tw) peut sétendre en un automorphisme unique ty de N(H, 5).
De plus, lopérateur:

r: Tel(H, s)—rex((H, 5)
es! un monamor phisme.

Cette proposition est immédiate.
Tous les automorphismes de N(H, 5) ne sont pas de ce type: si

. |
Twl=1 et siu,= :.7?( | +iBlw)), uy est un élément unitaire de A(H, 5)

et 1, Blp)u n'est pas de la forme B(g’).

3 Etats quasi-libres
3.1 Définition

Soit w une forme linéaire de A(H, 5). On dit que m est quasi-libre si
et seulement s pour tout entier # on a

ol Bl JB(ws) ... Blws, o)) =0
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el

in
e Blw, ) Blys) ... Blyy,)) =z’{"" 1Yex Bl ) Biw e Blws) ... Bly, )
i=

.Hl‘.l.ﬂ"iq. |) B{Wh”’
In

-1
=Y (= 1) e Bly Bl o Blw ) . ..

=1
B{Vp [.’E{w;+ T Blyrs,-1))
ol les ), 1 <7<2n+ 1 sont des éléments quelconques de H. w est donc

entitrement définie dans ce cas par les valeurs qu'elle prend sur l'en-

semble
{1, B(y)B(p)| w et peH}.

En remplagant e par wfw(1) (si wil) est différent de 0) nous pouvons
toujours nous ramener au cas ot a{1) = 1. Posons
aBly)Blp)) = hlw, )+ la(y, @)

oll et o sont deux formes bilinéaires de M & valeurs réelles. La linéarité
de @ et la relation

[B(w), Blg)]. =25y, 9) - |
impliquent:
alw, ¢) = —alp, ¥) et F(hiw, p)+hip, wi)=s{w, ¢).

Ainsi w est entitrement déterminée par la donnée de deux formes o et
h bilinéaires, & valeurs réelles, respectivement antisymétrique ct & partie
symétrique égale & r.

31V Pour gu'une farme quasi-libre co de W H, 5) sait un état, il faut et

il suffit que h=2x et |lo| <1.
Si @ est un état,
e{(Bly) +iBl@)NB(w)—iB(p))) =0

pour tout i et p=H. Par un calcul élémentaire on voit que cette condi-
tion implique
h=xctlalw, )l <lwl - lel.
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La réciproque est établie par les propositions 3.3.2 et 3.3.3 ol nous
construisons explicitement la représentation associde & co par la construc-
tion de Guel'fand-Naimark.

H étant complet et o continue, il existe un opérateur borné A de H

tel que
ey, p)=s(Ay, ¢).

1l est évident que A" = — A (puisque o est antisymétrique), 4" étant
I'adjoint de A pour s et | 4] = |o]. Ainsi nous avons £tablie une bijec-
tion entre I'ensemble des états quasi-libres et cclui des opérateurs bornés
anti-hermitiens de (H, 5} de norme inférieure ou égale 4 1. Les états
quasi-libres seront donc notés w, oU

w(Bly)B(g) = s(w, p)+ is(Aw, p)

pour tout w et gell, m,, H, et £2, seront respectivement la représenta-
tion, 'espace de représentation et le vecteur cyclique associés & w, par
la construction de Guel'fand-Naimark.

3.2 Etats de Fock. Ftat central

Le théoréme d'existence de la décomposition polaire d'un opérateur
n'utilisant que I"existence de la racine carrée positive d'un opérateur
positif, une telle décomposition reste possible dans un espace réel (voir
[3], appendice 3). Soit done,

A=J]A|

la décomposition polaire de A. Les opérateurs J et | 4| commutent puis-
que A4 est normal et J vérifie sur le support de A:
==, J=-1,
J définit donc une structure complexe du support de A.
Les états de Fock, ce sont les états quasi-libres m, o 4*= — 1. Nous

préférerons alors la lettre J & Ta lettre A puisque cet opérateur délinit
alors une structure complexe de H.

321 Siuwy, et wy, sont deux états de Fock de U(H, 5). il existe un élé-
ment T de O(H, 5) tel que

w_rl =iy, * Tr-



i - A O T L gy e, O gk 100

PR T

: Al vy ¢ ey

ETUDE ALGEBRIQUE 305

Daprés 2.1.2, il existe un élément T'de O(H, 5) tel que
Ji=T"1L,T".
Done
(0, o) Bl ) Blp)) = s(w, @) +is(Jy Ty, Tp) = w, (Blw)B(@)),
ce qui établit la proposition.
L'automorphisme tr est la transformation de Bogoliubov la plus

générale.
1l est bien connu que les représentations de Fock x, sont irréductibles.

Les états de Fock correspondants w; sont done purs.
322wy est Uétat central de W(H, ).

On sait que 2A(H, 5) n’admet qu'un seul état central (w est central si
wiah) = w(ba) pour tout a et be¥(H, 5)). Or il est évident que

twglab) = wy(ba)

pour tout a et b de 2(H, 5), puisque 5 est symstrique et w, qus_lsi-lil:rre,
Par continuité de w, cette dernidre égalité est vérifiée sur U(H, 5).

g €8t done I'état central.

3.3 Structure produit des états quasi-libres
Soit m, un état quasi-libre et If =@ H, une décomposition de H en
raly
somme hilberticnne. Nous dirons que c, est un £tat produit pour la dé-
composilion SH, si pour tout neN, tout ae¥(H,, 5) ct tout be(H:, 5},
=N

ona;
wlab) = eAa)wlb).
MNous écrirons alors:
w = @w|A(H,, 5.
N
331 Soit (H,)ey une suite de sous-espaces orthogonaux de H invartants
par A et de somme hilbertienne H. cu, est alors un état produit:

Wy= @ ﬂ.-"”
HeN

oti A, est la restrictionde Aa H,.
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On est ramené immédiatement par linéarité et par continuité & prouver
la relation:
@ X¥) =0 (X (¥) (1)
dans le cas ol
X =DB(w,)B(y;) ... Blwy)

Y = Blg,)Blg;) ... Blpy)

avec w,eH, k=1,....getpely p=1...,m Siget msont de parité
différente 'égalité (1) est évidente car w, s'annule sur les produits im-
pairs de B(y), well. Si g et m sont de méme parité, en développant

o (XY )= (X ) (Y)

a l'aide de la définition des états quasi-libres, on obticnt une somme de
produits de termes dont |'un au moins, du type

@4(B(y)Big)) avec weH, ct pcH,
est nul en veriu des hypothéscs.

3.3.2  Towt érat quasi-libre w, est un état prodult par rapport 4 la décom-
position de H en somme kilbertienne

H= H,(bH,DH,
avec

Hy= ker (1—=| A])
Hy=ker A

.ff;- HE{H|5H2LE&A=-’:AI-

1l est évident que M. H, et H, sont invariants par A ¢t mutuellement
orthogonaux et la conclusion résulte directement du lemme précédent.
Nous avons done:

w.l. e mAj ®ﬁu4]®w.‘]
Par hypothése, 47 = —1ct 4,=0; 1'état iy, est un état de Fock et I"état
ar,, est 1'état central,

3.3.3  Un état quasi-libre est pur si et seulement 5'il est un état de Fock.
Une condition nécessaire et suflisante pour que w, soit pur est gue les
w,, soicnt purs [3]. 11 suffit donc de prouver le lemme suivani:
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334 Si H,=H,={0), w, nest pas pur
Nous définissons:

1

Ty = —=(1+]A])12

1 \."12
1 172

TJ= -—-'_?—[l—l-'ﬁ}
af &

et soit &, Uopérateur de X, défim par

[0;, =i Blyn], =0, pour tout weH
et 0,0,= 9.
1l est aisé¢ de vérifier que =, est équivalente & la représentation = dans
N, @H_,; définie par:
m(B(y)) = n BT p))@1+0,@n_(B(Typ))
En effet, cette représentation admet pour vecteur cyclique
2,8Q_;,

car T, et 7; sont injectifs et I'état associé¢ correspondant coincide avec
i, sur les produits B(w)B(p). Comme cet état est quasi-libre (ce qui se
montre par un calcul direct sans intérét) il est égal & w,. La représen-
tation &' définie par;

' (Blw)) = m A B(Tw))@6_ = 1@0_ jm_ ,(B(T,y))
admet également pour vecteur cyclique:
Q2,80._,
el commute & =. Donc 7 n'est pas irréductible et e, n'est pas pur.

Remarque Dans [6], 1 n'est autre que #5(R”). Si 'on note J; la multi-
plication par i des éléments de #,(RY), J, est une structure complexe de
Z5(RY). Les états quasi-libres w, étudiés dans [6] sont ceux qui véri-
fient

(A, Jo]-=0.

Cette condition implique que ker A4 est de dimension paire ou infinie,
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En fait dans [6] les états quasi-libres sont aussi notés .. 4 ¢t A" sont

reliés par les relations
A =4(1=J,4),

A=J,24'-1).
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B. ETATS QUASI-LIBRES DES BOSONS
1 Introduction

La notion d'sétat quasi-libres des bosons a été introduite par D.W.
Robinson [1] dans son étude de 1'état fondamental du gaz de Bose. Ce-
pendant les états étudiés par D. W. Robinson, sont invariants de trans-
lation. Ici nous faisons une étude générale des états quasi-libres de la
C*-algébre des relations de commutation A(H, 7). La méthode utilisée
permet une meilleure compréhension des problémes.

Afin de faciliter la lecture de cette partie, dans le deuxiéme chapitre,
nous rappelons trés bridvement la définition et les principales propriétés
de la C*-algébre des relations de commutation (voir [7]). Nous ¥ avons
rassemblé aussi tous les résultats mathématigues nécessaires a I'étude des
¢tats quasi-libres qui fait I"objet du troisiéme chapitre.

2 Préliminaires mathématiques

2.1 C*-algébre des relations de commutation

Soit (H, o) un espace symplectique: H est un espuce vectoriel réel
(espace monoparticulaire) et o une forme bilindaire antisymétrique et
réguliere (c'est-d-dire, telle que a(w, p) =0 pour tout weH est équi-
valent & ¢ = 0) sur /. A(H, o) est 'algébre involutive engendrée par les
éléments unitaires notés d,, we(H, &) ¢t vérifiant :

{J'l' -J—’
dy0,= exp{—ialw, ¢)}d, .,

4, est Punité de cette algébre,

L'ensemble #( H, o) des représentations des relations de commutation
est I'ensemble des représentations = de A(H, o) telles que application
AeR—m(d,,) soit faiblement continue pour tout weld. Toutes ces repré-
sentations induisent la méme norme sur A(H, 7) (¢'est-d-dire, que pour
m; et med(H, 7)

i (X = ll=3(X))
1}
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pour tout Xed(H, o). La complétion de A(H, o) pour cette norme est
la C*-algébre A(H, 7). Pour tout ne#®(H, o):

n(d,) = exp{iB(w)}, ot B(y) est 'opérateur de champ.

Soient H, et H, deux sous-espaces vectoriels réguliers de (H, a)
(c’est-a-dire que o| H,xH, et a| HyxH; restent réguliéres).
Supposons que a(,, w,) = 0, quels que soient w el et w,eH;. Alors,
si H=HS&H;,:

A(H,a)=4(H,, 5)RA(H;, ) (1)
Un opérateur bijectif T de H est dit symplectique s'il vérifie:
a(Ty, Tw) = oy, 9)
pour tout w, peff. Alors I'application:
tridg—riiny ., weH (2

s’étend en un automorphisme unique de A{H, 7).
De méme, pour tout élément y du dual algébrique de H, I'application:

Gy—relt¥I3, 3)

s'étend en un automorphisme unique £, de A(H, o), appelé sautomor-
phisme de jauge de seconde espéce induit par y»,

2.2 Produits scalaires réels sur [/, &)

On munit ff de la structure uniforme définie par la famille de semi-
noarmes:

Py —lalp, vl
On supposera dans toul ¢e qui suit que & est complet pour les suites,
c'est-d-dire, que toute suite (). d'€léments de H telle que, pour tout

wel, (o, ©,))..5 50it une suite de Cauchy, est convergente.
En outre, soit .%° 'ensemble des produits scalaires réels s de /f tels que:

= lo(w, ) <llwii - Il ot [wli=s(w. y) (4)

— l'extension continue ¢’ de o & H” (complété de H pour lanorme |+ ||,)
est réguliere. (3)
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(H, 5) est alors un espace préhilbertien réel avec la norme || - 5. Nous
noterons également | + |, la norme des opérateurs bornés sur (. s).

2.2.1  Pour tout se, (H, 5) est un espace de Hilbert réel.

Soit w, un élément de H*, 1l existe un suite (¢,),ey d’cléments de H qui
converge pour la norme || - |, vers w,. Par conséquent ((4) et (5)), pour
tout feH,

lim a'(g,, &) = a'(wy. <)

H—00
Puisque H est complet pour les suites, (4) implique I'existence d'un &lé-
ment y, de H tel que pour tout SeH,
lim o{g,. <) = a(y1. ).

oo
Par suite ¢'(w, —w;, £) =0 pour tout £ dans H. La continuité (4) et la
régularitéd (3) de ¢" montrent alors que w, = weH.

Pour tout 557, il existe done un opérateur borne D, de H tel que
mlw, w) = (D, p) pour tout w et peH, et | D ],=<1 daprés (4). Soit
J1 1] la décomposition polaire de D,; D, dant un opérateur normal
{car ) = — D, ot D] est 'adjoint de D au sens de s),ona [J, | D,]- =0
([3) page 935). J définit une structure hilbertienne g-permise sur H
([2], pages 28 et 29), c'est-d-dire que si I'on définit fa multiplication des
éléments de H par les nombres complexes de 11 fagon suivante:

(o + iy = aw + f0w o, feR, weH
alors A, muni du produit scalaire:

hiw, ) = s;(w. p)+io(w, p)
ou
s, p) = —olJy, o)

est un espace de Hilbert complexe. Pour cela il suffit de vérifier que s;
est positive. En effet D, étant normal et injectif son domaine de valeur
H,, est dense dans H et

S Dyl v, | Dol @) = —o(J| Dyl w, | Dslw) = —a(Dyw, | D, w) =
s(Dyy, | Dy | Do) = 0.

11 est clair en outre que 5,65,
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L'opérateur A,= =D '=J|D,|”" défini sur H,=D,H, est en
général non borné. En fait, A, est borné si et seulement si

H=H.
Puisque || D,],<1, | 4,]= 1, de sorte que I'opérateur |4,/ —1 est positif.

Si (H, k) est un espace de Hilbert complexe et si o est la partie ima-
ginaire de produit scalaire h, il est bien connu que (H, g) est complet
pour les suites, Ce qui précéde montre done que si (H, o) est un espace
symplectique complet pour les suites, il admet des structures hilber-
tiennes g-permiscs, si et seulement si, % n'est pas vide.

2,22 Pour tout espace symplectique (H, o) complet pour les suites et
pour toute structure hilbertienne a-permise J de (H, @), il existe
un sous-espace fermé E de H et un apérateur symplectique A de Hf
tel que

H=E@JE, A*=1et[A4, J].=10.

Soit {g, ¢liel} une base orthonormale de H, telle que J lui soit
associé (i.e. Jo= ¢, pour tout ief). L'application linéaire A défime par:

Agy= g et Agy= g;, pour tout ief,
est hermitien orthogonal et satisfait:
[4, J].=0.
Les projecteurs:
. 1J:A — 1—A

i

2
sont orthogonaux complémentaires et satisfont:
AP=PA=P, AQ=0QA=—Qet JP=0J,
Alors, si E=PH, JE= OH et H= EQLJE.
2.2.3  Pour tout 35, il exisie une confugaison A de (1, s, + iz) telle que
[4, | 4,1]-=0.

L'opérateur | D,| étant un opérateur positif, admet une décomposition
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spéctrale:
D
ID,|= [ AdEG).
@
Alors, H se décompose en une intégrale directe d’espaces hilbertiens:
H = H,du(3)
2

et si A, est une conjugaison de H,. 'opérateur:
A= [4,dE(})

est une conjugaison de H, commutant avec |D,|; elle commute done
avec |A,| et (| 4,1=1).
2.2.4  Pour tout espace symplectigue (H, o) complet pour les suites el

pour tout couple J, et Jy de structures hilbertiennes a-permises, il
existe un opérateur symplectique T tel gue:

J,=T*1,T.

Cette proposition se démontre de la méme fagon que la proposition
(2.1.2, partie A).

3 Etats quasi-libres

3.1 Définition

Soit f une application de H dans C, telle que f{0) = 1; f est appelée

quasi-libre si
YweH, flw)=explix(y)—ts(y, )

oll y est R-linéaire de H dans € et 5, R-bilinéaire de H = H dans C,

Soit fune application quasi-libre; on définit une forme linéaire o, sur
A(H, 7) par:

we(d,) = flw) quelgue soit w dans H.

D'aprés ([7], 3.2.1), e, est un état si et seulement si

Y @@ Ty — ) 20

k, f=1
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pour tout a,eC, w,eH, ke{l, 2, ..., n} et neN. Remarquons que dans ce
cas n, (représentation associée 4 w,) appartient & #(H, o) ([7), 3.2.2).
Sous ces conditions w, est appelé «¢tat quasi-libres. Notons Q l'en-
semble des états quasi-libres. Cette définition est une généralisation de
celle donnée par D. W. Robinson [1].

Pour tout e £Q, le théoréme de Stone implique:

wpld,) = expliB )}
ol B,(y) est un opérateur auto-adjoint (non borné en général) de I'es-
pace de représentation. B, est linéaire et
weld,) = (82, EKP{iB;(W}]'ﬂ;} (1)
ol 2, est le vecteur cyclique de ;. De (1) on tire:

xlw) = (82| B(w)i2)).
# ttant dans le dual de 7/, dans tout ce qui va suivre nous la supposerons
nulle car si

glw) =exp{— is(y, v)}

alors,

= wlafl et !r:: K'ﬂ{:
ol §, est un automorphisme de jauge (2.1).

Notons Q, I'ensemble {w,£0|x=0}. 5i wEQ,, alors

syy, wy) = —ioly,, wa)+ (2, Belw ) B Aw)8)
et
sy, wl=+ [ﬂ;EB_r(Pllﬂ;]
Par conséquent, tout élément w, de O, est de la forme:
ﬂ.i;[&,;] - m.(ﬁ..‘.i = exp{ - {s(y, w)}
ol & est une forme bilinéaire symétrique de H,
311 La forme linéaire g0y, 5i et seulement si, s vérifie (2.2.(4)),
Si w,eQy, alors
(62,1 By(w ) B, (w28, = sy, wa) +ia(w,, wa).
w, é1ant un é1at on a:
(82,1 (B w)+iBAe)) B w)—iB(¢)R,)=0



ETUDE ALGEBRIQUE 319

pour tout w et ¢ dans H. Un calcul élémentaire montre alors que s véri-
fie (4). Nous prouverons la réciprogue, en construisant explicitement la
représentation associée i o, par la construction de Guel'fand-Naimark

(3.3.2 et 3.3.3).
La proposition 3.1.1, établit donc une bijection entre 'ensemble O,

et I'ensemble des produits scalaires 5 de H vérifiant (4).

3.2 Etats de Fock

Les états de Fock de A(H, ) sont les éléments w, de @, tels que se
et A'= — 1. L’opérateur A, définit alors une structure hilbertienne g-per-
mise sur (H, &). Les opérateurs de création et d'annihilation correspon-
dants sont:

|
B (w) = = {B(w)FiBA.)} pour tout weH.

Le vecteur cyclique de , est noté £2, et vérifie:
B (w)R,= 0 pour tout weH.

Les représentations de Fock sont irréductibles, les états de Fock sont
donc purs.

32,1 Siw, et oo, sont deux états de Fock, il existe un opérateur symplec-
tigue T de (H, @) tel que:

0y =1t0;0Ty.,

Cette proposition est une conséquence immédiate de 2.2.4.

3.3 Structure produit des états quasi-libres factoriels

3.3.1  Si 5 est un produit scalaire de H vérifiant (4) et non (5), w, est un
état guasi-libre non facroriel.

Soit w un élément de H* tel que:
‘(. ¢) = 0 pour tout pefl",

et 50it (W, ).y une suite dans H convergent vers y. La suite des opérateurs
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unitaires (=,(d, ).y converge fortement vers un opérateur U: pour tout
peN et tout peH,

\(x(6,,)— (5, )1 = 21— Rexp{i(aty,, Ves ) —olp, v~

1
= (Wyspr ?))— ? lv.— wl*-puj“

tend vers 0 quand # tend vers I'infini. D'aprés le corollaire du lemme 2.2
dans [3], U est unitaire. U commute 4 tous les =(d,), peH, & cause de la
continuité forte des applications 5—+S8T et 5§ TS et de la relation;

iy ) (8,) = exp{in(w,, p)in(8,)m,(d,).

Par conséquent Usn,(4(H, o))"mr(4(H, a))'. Cependant U n'est pas
un multiple de 'identité car si U/ =41, alors |4] = 1, ¢e qui contredit:

" |
(@0l UB5)| =ﬂp{— = Ilwl‘.} <l
Donc =, n'est pas une représentation factorielle.

3.3.2 Quel que soit 55, nous désignons par H, le noyau de | D,|—1 e
par H; le supplémentaire orthogonal pour s de H, dans H (de telfe
sorte que "on a: A(H, c)=4A(H,, )@ A(H,. 7). Alors w,= w,
Bawsy, ol = w]A(H,, 6), i=1,2. En outre wy esi pur et w; ne
I"est pas.

La premigre assertion est immédiate puisque, pour tout wel, on a
w4y ol wel i=1 2et |u)d=|w, 3+ |w,)?, ce qui implique:

wldy) = wy(d, Iy(dy,).

@, est un éat de Fock (donc pur) de A(H, 7) car D,|H, =J|H,.
La démonstration est achevée par le lemme suivant:

333 Powr towt 52, si H, = {0}, w, n'est pas pur.
L'image H, de H par D, étant partout dense, ["application

weH—n(dy)eZ(X,)
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fortement continue, il suffit de prouver que w,|4(H,. &) n'est pas pur
(partie 1, 1.2.3). Considérons les opérateurs

Tl—-le-{F-‘;Hl‘!

Ti=%f|A,|—1}, (pour A voir 2.2.3).

Ils sont définis sur H, ct ont un domaine de valeur dense dans H; cette
derniére propriété est &vidente pour T, et se déduit pour T, de 'hypo-
thése du lemme. Ceci impligue, par un raisonnement identique & celui de
([3], page 648), que la représentation = de A(H,, o) dans ¥, @,
définie par:

n(dy) = ﬂl;[‘srm]@’[‘,{ar,p}- weH,

admet £,,®1,, pour vecteur cyclique. La représentation z’ de 4(H,, @)
dans J,, @, définie par:

n'(8,) = m,,(67,5) 8w, (dr ), weH,
admet également 2, @10, pour vecteur cyclique et commute & =, qui
n'est donc pas irréductible. Puisque I'on a:

on conclut que w, |4(H,, o) n'est pas pur,

334w, est pur 5iet seulement si clest un étal de Fock,

En effet, daprés ([4], 2.2), le produit tensoriel d’états est pur, si et
seulement si, chaque état est pur.

335  Pour tout 55, o, est un état factoriel,

11 suffit de prouver que si ff; = {0}, w, est factoriel (voir 3.3.2). Soit L
I'algébre de von Neumann engendrée par = et L' celle engendrée par ='.
Mais,

7dy, o )7 (1) est multiple de =,(5,)&1
et
m(dy, ) (dr 4) est multiple de 1@ r,{(d,).
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Par conséquent, tout opérateur de I'espace de représentation qui com-
mute & 7 et & #° est multiple de "unité:

[Lul)'=LnL=Cl,
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