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Etude de quelques automorphismes
de la C*-algébre
du champ de bosons libres

par

J. MANUCEAU

ABSTRACT. — This paper is devoted to the study of symplectic (resp.
antisymplectic) operators acting upon the one-particule state space. It
is shown that they induce automorphisms (resp. antiautomorphisms)
of the C*-algebra of a free boson field, as defined in [/]. We apply this
study to the gauge transformations and the impulsion and energy groups.
We also define the « second kind » gauge automorphisms and we give
an implementation criterium for any Fock representation.

Soit H un espace vectoriel réel, ¢ une forme symplectique sur H, c'est-
a-dire, une forme bilinéaire antisymétrique (oW, @) = — ele, ¥) pour
tout ¥ et @ e H), réguliére (oly, @) = 0 pour tout p=H, implique » = 0),
La C*-algébre du champ de bosons libres M,(H, o) a été définie et étudiée
dans la référence [/]. Appelons opérateur symplectique (resp. anti-
symplectique) de (H, o) tout opérateur linéaire surjectif T, vérifiant
a(Ty, Tp) = oly, @) (resp. o{Ty, Te) = — aly, @)) pour tout ¢ et peH.
Nous montrons que ces opérateurs induisent sur M,(H, ) des antomor-
phismes (resp. antiautomorphismes) qui généralisent les automorphismes
(resp. antiautomorphismes) induits par le groupe de Lorentz &' (resp. £°).
Pour toute représentation de Fock, nous donnons un critére d'implémen-
tation de ces automorphismes (resp. antiautomorphismes). Pour chaque

AN, iwET. porscand W=D g



11K 1, MANUCEAL

structure préhilbertienne g-permise, nous étudions quelques sous-groupes
importants du groupe des opérateurs symplectiques : groupe de jauge
de 1" espéce (d'ou I'existence de I'opérateur « nombre de particules »)
et les groupes d'impulsion-énergie (d'od Iexistence des opérateurs « impul-
sion-¢nergic »). Nous faisons en outre une étude du spin isotopique et des
opérateurs d'isospin, cette étude étant appliquée ensuile au cas particulier
des bosons scalaires chargés et de la conjugaison de charge. Nous définis-
sons enfin les automorphismes de jauge de 2° espéce et donnons un critére
d'implémentation pour une représentation de Fock gquelcongue.

. — COMPLEMENTS SUR M,(H, )

1.1. Etude de la forme positive .

Draprés ([/], théoréme 21), nous savons que .#,(H, #) et M,(H, 7) ne
dépendent pas du systéme 5. Nous choisirons done comme systéme 5,
I'ensemble de tous les sous-espaces vectoriels réguliers de H, de dimension
finie.

1.1.1a. Pour toute structure préhilbertienne a-permise, o, est un éiat
pur.

e, cst un état, car o || = w(dg) =1 (voir ([3], 1.3.6, 2.1.1, 2.1.4));
c'est une forme pure car la représentation de Fock est irréductible.

Ce résultat peut &tre démontré en utilisant le fait que pour tout E, e %,
o restreint & M, (E,, o) est un état pur. Faisons celte démonstration dans
un cas un peu plus général.

L.1.1b. Supposons que pour tout E e ¥, w, soit un état pur de M,(E,, 7)
et que cette famille d'états vérifie la propriété : E, E,.e ¥ et E,= E,, impli-
quent pour tout p,€ M,(E,, o), wu,) = wlpg g u) Alors, la forme posi-
tive  de M(H, o) définie par e(y,. E)) = wn,) sur #,(H, o) est un
etat pur.

e est bien définie car (u,, E,) ~ (. E;) implique quiil existe E_ = E, U E,
tel que P, £l = Qg g by Donc

ol E) = w{u) = o Pr, 5 M) = O Qg5 lg) = Wglity) = m([';,: E,).

w est continue sur .#,(H, ) car |e(in E)) =l (u )< | g, | =1 ED,
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donc peut-étre étendue & M;(H, ). Il est évident que o, état sur .4,(H. o),
est un état de M,(H, 7). Montrons que  est pure. Supposons que f soit
une forme positive sur M (H, ¢) majorée par w, c'est-d-dire, que pour
tout ue M (H, 7), f(u* x u) < o{u* x y). Nous allons montrer qu'il
existe A, tel que f = Aw, avec 0 < A< 1. Soit E, E;e # tels que E, = E;;
ceci implique M,(E,, o) = M|{Ej, o). Pour tout p,eM,(E,_, o),

F (e EJ* % {1ty E) € (b, EJ* % (s EJ) = 0,012 % pt,)

ol (i, E,)e.#,(H, o). L'application f, : u, — f({i, E) est une forme
positive continue de M,(E_, #), qui peut étre étendue &2 M,(E,, ¢), en restant
majorée par e, Comme @, est une forme pure, il existe un nombre réel 4,
tel que f,=i,w, et 0 < 4, < 1. De méme f; = 7,0, ol 0< 4, < 1. Pour
un g =M,(E,. o) tel que w,(u,) # 0 (on pourrait prendre d,). nous avons :

e, 21t = (@ry 5o B) = [0 ED) = filit)

car (@, g e Eg) ~ (4, E,). D'oll nous tirons que ioy{og, g i) = A,0,01,)
ce qui implique 4, = 4,. Soient maintenant E, et E; deux éléments quelcon-
gues de &. Nous savons qu'il existe E e tel que E,w E; = E_. D'aprés
cequi précéde A, = 4 et iy =i Dol 4, = i; = detf = iw sur .#,(H, o).
Cette égalité s'étend & M,(H, o) par continuité.

1.1.2. Supposons que ] et I solent deux opérateurs de H définissant
deux structures préhilbertiennes o-permises et que s et s° soient les parties
réelles des formes hermitiennes correspondantes. Alors w, = w,. si er seule-
ment 5i J =T,

w, = o, = {¥, = (Y, car pour tout mﬁe.ﬂi[H, Tl

o ED) = 0,1y EJ)

si et seulement si p(Q, |E) = Q| E,) Comme M,(E_ ) sépare ¥,(E,),
nous avons £, |E, =, |E, E, &ant quelconque dans % et % étant
absorbant pour H, nous avons 0, = Q.. La démonstration en sens inverse
est évidente,

F, =0, « s=¢ car l'exponenticlle est une fonction injective et
sy, W) = 5. ¥) pour tout ¢ € H, si et seulement sis =75

5=75 <« J =17 du fait que ¢ est réguliére.
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1.2. Etude de n(d,).

Notons N,, . I'idéal 4 gauche formé des pe M (H, o) tels que e (u* x u)=0
et par Iy, espace vectoriel M, (H, o)/N,,. Nous savons que o, par passage
au quotient, définit sur I une structure préhilbertienne. D'aprés ([3],
2.8.5)et 1.1.1, Iy, est un espace de Hilbert. Les éléments de I, seront
notés ji ot ue M,(H, 7).

1.2.1. L'ensemble A ={8,|yeH} est total dans I,

1l suffit de montrer que A est dense dans .#,(H. a)/N,,,, cest-d-dire que
le sous-espace de .#,(H, a)/N_, orthogonal & A se réduit & |0 ] :soient
pe.#y(H, g), tel que MJ‘,' % fi)y =0, pour tout yeH et (u, E,) un élé-
ment de u tel que e E,. Nous avons,
ald_y % fi) = NG_y % p) = 0 (d g x p)

= (0 % u N |Ey) = (u, x (| E,)w) = 0.

pour tout yeE,. ce qui implique
(1, g, x (€ |EJNO) = (1,* % N | E) = 00,1, x piy) = oope® x p) =0 ;
dob peN_, Cest-d-dire f=0,

1.2.2. Pour toute structure préhilbertienne a-permise, nld,) est forte-
ment continue en .

Nous savons que pour tout ue M, (H, o), il existe

v= Y ¢d, telque [a-T]<egd;
=1

alors
I [mld,) — =8, )1a | = | ["***'r(d, _,,) — =ide)]i |

< | [(®(Dy .} — 7Bl | + |1 — ™| [ a) €215 - 7]

+ 1[mld, ) — mlSo)lf | + |1 — ¥ § ).

D'une part, o étant continue en , il existe un voisinage V, de b, tel que
WweV, implique |1 — &+ | < ;4| ji|. D'autre part, en posant ' = ¢ — g,

1 [784) — (BT | = lv* X [y — Fol X [By: = So X ¥)
£ 2|afv® x v) = alv® x 8, x V).
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Comme

w(v* x 6y, x V)= qu’ﬂ){&_h x By % 0y

=1

— Z Erﬂ‘;-‘llﬂ‘:‘iﬂ"ﬂ"w' — 'i.-‘ + *;J

Lj=1
est bien continue en ¢, il existe un voisinage V, de ¥, tel que eV, imphi-
que || [m(d,) — m(6p)]7 | < &/4. D'ow, YeV,;nV, implique
| [=ld,) — =id,JlA | < &

1.2.3. Pour toute structure prehilbertienne o-permise de (H, o) et pour
tout yeH (complétion de H pour la norme |y |* = sy, ),

nidy) e oA (H ¥)" = L(lg).
Cette proposition est une conséquence immeédiate de 1.2.2,
Soient E,e.%, (e. fi )=, . une base symplectique de E, et
E} = {¢eH|VgeE, aly, 0) =0}
E, étant régulier, E} l'est aussi. L'application
—
u.eM(E, o) = (u. E)e.#,E, o)

est un isomorphisme isométrique : nous identifierons donc les deux espaces.
Notons I, T'espace M, (E,. o)/N,, et I, I'espace M,(EL, 6)/N,, qui contien-
nent respectivement A, = {3, |V <E,} et A, = {§,|y<EL }.

1.2.4. 1, x I, est dense dans 1.

Tout vecteur de H se met sous la forme unique = i, 4- y; ol

*I - Zd*‘f‘ki = Zd{w! El'}.ll:' EE. et *2 = * - *; € E:-

=1 =1

Ce qui implique 6, =4, xd,, et A=A, xA cl,x[ =, 1.2.1,
montre que [, x I, = I;.
Il est facile de vérifier sur .#,(E_ o) et .#,(EL, o) que les éléments de
1 o) commutent avec ceux de M,(ET, ).
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2. — AUTOMORPHISMES DE M,(H, o),
INDUITS PAR LES OPERATEURS SYMPLECT IQUES
DE (H. o)

2.1. Automorphismes et représentations d'une C*-algébre.

Soit o une C*-algébre, x(o/) le groupe des automorphismes de .o,
Pour tout Texl.9/) et pour tout xe.of, nous écrirons x’ et x' ' au lieu
de T{x) et T~ '(x) respectivement. Si de plus. f est une forme positive de of
el m une représentation de .of dans H, nous poserons, fT(x)= fix'"")
et #'(x) = m(x"""). Evidemment, f est une forme positive (resp. pure, état)
si et seulement si /T est une forme positive (resp. pure, état) et = est cyclique
(resp. irréductible) si et seulement si n' est cyclique (resp. irréductible).
Nous dirons que T est implémentable pour =, si n et =" sont unitairement
équivalents. Notons x,() le groupe des automorphismes de o implé-
mentables pour n

2.1.1. Seit m une représentation cycliqgue admettant & pour vecteur
cyclique et [ la forme associée a n et £. Si Tealof) est tel que f = [T, alors,
Tea,le)

Cette proposition est un cas particulier de (|3, 2.4.1),

2.1.2. Si f est un étar pur et m la représentation définie par f (voir [3],
2.4.5), alors, Tea (o) si et seulement s'il existe un élément unitaire u de o
(«/ érant la C*-algebre déduite de of par adjonction dun élément unité),
tel que fT(x) = flu*xu) pour tout xe o,

Celte proposition est un cas particulier de ([3), 2.8.61. 2.1.1. et 2.1.2.
permettent de voir sur les formes associées, si un automorphisme est
implémentable pour une représentation donnée. Nous les utiliserons dans
la suite.

2.2. Opérateurs symplectiques.

H étant un espace vectoriel réel, & une forme symplectique, nous dirons
d'un opérateur linéaire T dans H, qu'il est symplectique, si et sculement
i T est surjectif et o{Ty, To) = iy, @) pour tout ¥, ¢ H. Notons S(H. o)
I'ensemble des opérateurs symplectiques,

On voit aisément que pour tout T e S(H, a), T est régulieret T~ '& S(H, o).
Comme Tidentité | est un opérateur symplectique, S{H, o) est un groupe
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multiplicatif. 8i E est un sous-espace vectoriel de H, T un élément de S(H, o),
alors E est régulier si et seulement si TE est régulier. Ceci implique que les
éléments de S(H, &) laissent & invariant. Nous savons en outre que tout
opérateur linéaire T restreint aux éléments de %, ceci pour toute structure
préhilbertienne o-permise, est continu puisqu’il agit sur un espace vectoriel
normé de dimension finie.

2.2.1. Pour tout Ec %, pour tout T =S(H, 7), Fapplication
f= fT=foT !
est un isomorphisme de Tespace de Banach %,(E) sur lespace de Banach
EATE).

Si fe%,(E) il est clair que [T est définie et continue sur TE. f7 sannule
4 linfini car si | f(¥)| < ¢ en dehors d'un compact Q< E, | fy)| ==
en dehors du compact TQ = TE. Donc /"% ,(TE). Les propriétés

1 Fl=11L Y =U" (fe'=s".¢

et (af + Bg)" = af T + fe” pour tout &, fe C et pour tout f, g&%,(E) sont
évidentes. L'application f — f T est bijective car elle admet pour fonction
inverse f — f7 ",

2.2.2. Pour TeS(H, o), Tapplication tr:p — p" ou p"fi=ulfT
pour tour fe% (E) est un isomorphisme de M,(E. o) sur M,(TE, g)
qui peut s'étendre en un isomorphisme de la C*-algébre M,(E. o) sur la
C*-algébre M,(TE, a). De plus (8,)" = 8, pour tout y=E.

En utilisant 2.2.1. cette proposition est immédiate.

(I3}, 1.3.7 et 1.8.1) impliquent | ™| = || p| pour tout u=M,(E, o)
et pour tout TeS(H, o).

2.3. Automorphismes de M,(H, ),
induits par les élements de S(H. 7).

2.3.1. Soit T un élément de S(H, o) ; pour tout E,, Eye & tel que E, = E,
et pour tout p,e M,(E, a) nous avons,
[{PE‘,.E,F!}T s tpTEmT.EﬁnuaT‘
Pour tout fTe®,(TE,),

(0, e (1) = B FIE),  (@rg, retta XS T) = 1, 7(fT| TE,)
et la proposition se déduit de I'egahite (/7| TE,)" = f|E..



124 1. MANUCEAL

2.3.2. Soit T un élément de S(H, 0); (. E,) ~ (g Ey) si et seulement
si (T, TE) ~(n,", TE,).

(st E,) ~ (st E,) si et sculement s'il existe E €% tel que E,vE,<E,
el Qg g i, = O gty D'aprés 2.3.1 cette egalité a licu si et sculement
Si Orp relt = Ore_ g Cest-d-dire (7, TE) ~ (,". TE,).

Cette derniére proposition donne un sens a la définition suivante :
pour tout (i, EJe.#,(H, o) et TeS(H, o), (i, E)" = (n,7. TE,). (I/], 83)
et la remarque qui suit 2.2.2, montrent que pour tout e #,(H, o) et
TeSH, o), |p"| =|pul. Nous avons donc un automorphisme de
M ,(H, &) qui peut étre étendu a M, (H, o)

2.3.3. Lapplication t: TeS(H, 6) = tyexdM,(H, 7)) est un mono-
morphisme.

Vérifions sur .#,(H, 7), que 7 = ty7-. Par continuité, cette égalité
s'¢tendra @ M,(H, 7). Pour tout

(i Eje M ((H, 0), (i EJ™ = (1,77, TT'E,}

(i EDYY = " TED' = @) TTE),
Or pour tout fe€o(TTE) (ST ') = """ dod s’ =",
¢e qui prouve que Ty = T;.Ty. Montrons que T est injectif : supposons
que Ty = Tr., ceci implique pour tout Q_E_;}E.#,II-L al
(#a"s TE,) ~ (1", TE,)

Ainsi pour tout E =% vérifiant TE,u T'E, = E,, et pour tout f € 6,4(E.),
nous avons u,"(f | TE,) = u,"(f ITE,): d'ou, p(f" '|E,) = pu(fT '|E,
pour tout u,e My(E,, o). Comme M,(E, o) sépare ¥,(E,). nous avons :
pour tout Y € E_. f(Ty) = f(T'w). Cette égalité est vraie pour tout f €€4(E.)
et % o(E,) sépare E,. donc Ty = Ty pour tout ¢ € E,. Or E, est un élément
guelcongue de ¥, lequel est absorbant pour H. Done T = T'.

Nous pouvons donc considérer S(H, s}, comme un sous-groupe de
2 M, (H, 7)) : C'est ce que nous ferons par la suite.

2.4. Etude de « (M, (H, a)).

Supposons que J soit un opérateur de H, définissant une structure
prehilbertienne o-permise. Soit s la partie réelle de la forme hermitienne
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correspondante. Pour tout TeS(H, ¢}, J* = T.J. T~ définit une structure
prehilbertienne o-permise et la partie réelle de la forme hermitienne corres-
pondante est s'(y, @) = — o)™y, @) = (T~ 'y, T""p). Soit =, la repre-
sentation attachée 4 o, Evidemment, n,” est la représentation attachée

aol

2.4.1, o’ =,

Cette proposition se vérifie aisément sur .#,(H, o).

Notons S(H, ¢) = S(H, 5) n 2 (M,(H, ). D'aprés 2.1.2, nous savons
que TeS,(H, o), si et seulement s'il existe un unitaire u de M,(H, 7] tel
que pour tout ue M,(H, &), @) = e3,{u* x g x w). Un cas trés impor-
tant que nous rencontrerons dans la suite, est celui ol o, = @, c& qui
implique TeS_(H, 7). A l'aide de 1.1.2 on voit aisément que,

2.4.2. Pour tout TeS(H, ), o, = o,x si et seulement si T commute
avec J.

Donc S{H.e)= {TeS(H, o)|[T. J]- = 0} est un sous-groupe de
S (H, 5). Clest le groupe des opérateurs unitaires (pour la structure pré-
hilbertienne définie par J) de H.

Pour tout élément E,e.% nous pouvons considérer S(E,, o) comme
un sous-ensemble de S(H, o) car l'application TeS(E,. ) — TeS(H, o)
ot TIE=Tet T|E: =1 est un monomorphisme.

2.4.3. Pour tour E,e %, pour toute structure préhilbertienne o-permise,
S(E,. ) = S,(H. 5).

D’aprés la définition de la C*-algébre M, (E, ¢) dans [/], nous voyons
que dans la restriction & M(E,, 7), n,7 et =, sont unitairement équivalents.-
Comme w,” = w7, ,T et 7,7 sont unitairement équivalents (voir ([3]. 2.8.6)),
d'olt ,T est unitairement équivalent & =, et il existe un unitaire ue M, (L, g)
tel que pour tout ue M (T, o) on ait ®,7(1) = w u* x u x u). Cette der-
niére égalité reste vraie pour les éléments de M, (EZL, o) puisque T|F: =1
et puisque [u, u] . = 0 (voir la remarque qui suit 1.2.4). De plus () = oi)
par définition ; donc seule intervient la classe de u. En utilisant 1.2.4 nous
voyons donc que pour tout e M, (H, o), m,'r[pj = ofu* x u x ). Dod
TesH, o).

2.4.4. SYH, o) # S,(H, ).
Soient E,e ¥ avec dim E, = 4, (e, [| ), ; une base symplectique de E,
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vérifiant Je, = f; (on construit aisément un tel espace), Soit T un operateur

linéaire de E, vérifiant
3 1 /3

. 1
= s i = — o
Te; = 3 & +2z1, Te, zel + 3 €1

Tf:ﬂ‘l?"ﬂ*':}h et szz‘jh"’_\%"h'

On voit aisément que TeS(E,. o) donc TeS,(H, g). De plus, il est évident
que [T.J]. 20

2.5. Représentation de Fock
« invariante de Lorentz » et 2%,

Plagons-nous dans le cas oo H=K_ et od
al@, §) = 7 { fmﬂ*mﬁwﬂ }

(voir [2], chap. IV et V). Si Ae 2", T, défini par T,(@) = @,A~" est un
élément de S(K,;, 7). La multiplication par i, définit sur K une structure
hilbertienne o-permise. Evidemment T,eSY{KJ], o). ce qui implique
s™ =3 ol

stg, @) = ﬂ{ Jmpth'htiﬂuk}}-

Par conséquent, les éléments de #' sont implémentables pour la repré-
sentation de Fock =,.

3. - ANTIAUTOMORPHISMES DE M,(H, o)
INDUITS

PAR LES OPERATEURS ANTISYMPLECTIQUES
DE (H, o)

3.1. Antireprésentation d'une C*-algébre.

Soit H un espace préhilbertien. Notons H I'espace préhilbertien obtenu
de la fagon suivante : les éléments de H sont les mémes que ceux de H,
nous les distinguerons en les pointant ((eH <= e H): par définition
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¢ré=Filat= ﬂet[.ﬂ.f] = ({ | &) pour tout £, { = H et pour tout z& C.
Notons # l'application & — ¢ C'est une application isométrique, sur-
jective, antilinéaire (antiunitaire). Evidemment H=H et la condition
nécessaire et suffisante pour que H soit complet-est que H le soit.

Si & est une C*-algébre, nous dirons que =’ est une antireprésentation
(a-représentation) de o dans H si et senlement si n'(x.y) = a'(x).x'(y),
mlxx + By) = Fx(x) + Fr'(y) et m'(x)* = x'(x*), pour tout x, yeof et pour
tout z, f=C. Soit x une représentation de = dans H. L'antireprésentation &
de of dans H associée a =, est définie par #(x) = Fx(x)# ~! pour tout x& .o/,
L'application = — # est de toute évidence une bijection entre I'ensemble
des représentations de o et I'ensemble des a-représentations de &/ Donc
toute représentation de &f est antiunitairement équivalente (a-&quivalente)
a4 une a-représenlation de o,

On voit aisément que si [ est la forme positive associée a = et &(¢ e H),

F(7(x) = fTx))
est la forme positive antilinéaire
(fix*x) 20 et flax+ Byl =3 (x)+ B(¥)
(a-forme positive) associée & # et , cest-d-dire,
fx) = (] m(x)| &) = F(x) = ([ 2(x)] ).

Par upe construction analogue & celle de Guelfand-Naimark ([3], 2.4.4)
(au lieu de la translation réguli¢re & gauche on prend la translation 4 droite
précédée de linvolution), & toute g-forme positive [~ on fait correspondre
une g-représentation ' qui est évidemment antiunitairement équivalente
4 la représentation m associée 4 la forme positive /7. De la nous tirons &
I'aide de ([3], 2.8.6) la proposition suivante ;

3.1.1. Soient f, un état pur et f, un a-état pur (i e. f; est un étar pur),
d'une C*-algébre af, n, une représentation associée a f,, n, une a-représen-
tation associée d fy, alors m, er my sont a-éguivalentes, si et seulement s'il
existe un élément unitaire u € of tel que, pour tout x € o, f(x) = flu®.x. u).

3.2. Opérateurs antisymplectigues.

Dans les mémes conditions que 2.2 nous dirons d’un opérateur linéaire
dans H, qu'il est antisymplectique, si et seulement si T est surjectifl et
a(Ty, Te) = — olif, @), pour tout , ¢ € H. Notons AS(H, o) I'ensemble
des opérateurs antisymplectiques de (H, o).
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Nous obtenons les mémes propositions que dans 2.2 et 2.3 4 condition
de prendre les définitions suivantes : fT(W) = (T W) et u"(f) = p(f 3
Les propositions 2.3.3, 2.4.1 et 2.4.2 deviennent respectivement :

3.2.1. Lapplication ©:TeASH, a) - ryea—aM(H, o)), ou
tplp) = p' est une injection.

3.2.2. Pour tout TeAS(H, ), w,” = @,7.
3.2.3. Pour tout TeAS(H, ), w, = w,r, si et seulement si [J, T]. = 0.

Donc ASYH, o) = {TeAS(H, o)|[], T], =0} est un sous-enscmble
de AS_(H, ). De 3.1.1 nous déduisons immédiatement :

3.2.4. TeAS_(H, o). si et seulement 571l existe un unitaire & de M, (H. o)

tel que wlp) = Tu* x px u)

3.3. Representation de Fock
« invariante d¢ Lorentz » et 5°°.

Nos notations sont celles de 2.5, toutefois pour A e nous prenons
[Tal@)li) = (@A Nyp). Comme [T,. i, =0, 3.2.3 montre que pour
tout Ae 2, T,eAS(K], n), cest-a-dire que les éléments de #' sont
implémentables pour la représentation de Fock induite par i,

4. — SPIN ISOTOPIQUE

Soit (H, o) l'espace monoparticulaire des bosons scalaires neutres.
Pour introduire n degrés de liberté supplémentaires (charge ou spin par
exemple), nous prendrons pour espace monoparticulaire (H', ¢ ol
H'= H ® E, E étant un espace vectoriel réel de dimension n et

ﬂ"( Z'ﬁ'. @ X; Z‘PJ ® }"j) = Z"J{‘J’n @Nx |y,

7
(x| ¥) étant un produit scalaire euclidien de E. Cette définition est cohérente
car

HJ(NFI +4,) @ x, Zﬁl’j ® }'j) = ”J(‘J!"u B x+ ;@ x, Zf.ﬁ'_,l = J"I_r)!
i

4

n'(l&r @ (x; + x3), Zﬁﬂj & yj) = n’(iﬁf ®xy + ¢ @ x,, Zqﬂj & ,vj)
] i)
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a'({wﬂ ® I.Z-:P; ® }'j) = gf(.p @ (xx) ;ij @ :v;)-
F) i

Il est évident que ¢ est une forme symplectique réguliére de H'. Soit
€,. €; ... €, en une base orthonormale de E, ', &°, ..., & la base duale
correspondante. Les sous-espaces vectoriels H, = H® {¢ },i=1,...,n
décriront les divers degrés de liberté introduits et leurs projecteurs ortho-
gonaux seront P, =1®eg¢', i=1,...,n respectivement.

4.1. Représentations de Fock et opérateurs de champs.

Soit J un opérateur de H induisant une structure préhilbertienne o-per-

mise ; définissons un opérateur J' sur H' par J'( Zlﬁr. ® x;) = ZN& ® x,.
]

On voit que J' définit sur H' une structure préhilbertienne o'-permise et
quesiy@x, 9@y = - Ty @ x), @ y) = s(¥, 9).(x| y). Considérons
la représentation de Fock =, de M,(H’, @), associée & w,. De méme que
dans ([/], chap. V), nous définissons I'opérateur de champs associé & =,
par

By ® %) = — i lim Y f 2=t

de fagon que n,(5, 4.) = """ Cet opérateur est identique &
a* {(W@x)}+a ((WBx)}

défini sur 'espace de Hilbert
() = @Ps .

=0

4.2, Automorphismes d’isospin.

Un opérateur d'isospin est un opérateur linéaire dans H’' de la forme
T=1@ToaTe#E, E). On voit que T' est symplectique si et seulement
si T appartient au groupe orthogonal de E, ((E). Comme nous I'avons vu
dans 2.3, le groupe {1 @ T|Te ((E)} induit un sous-groupe de
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2M,(H . a)); c'est le groupe des automorphismes d'isospin. Certains
opératenrs disospin, de la forme

T',-ﬂl@{u,&f+eﬁ+z“e*}.
TN

qui sont les bijections entre H'; et H';, ont parfois une interprétation phy-
sique importante (conjugaison de charge par exemple).

4.3, Bosons scalaires chargés.

Pour décrire les bosons scalaires chargés, il suffit de prendre dim E = 2.
Soit (e,, ;) une base orthonormée de E. H', =H & | ¢, | sera l'espace
des particules positives, H; = H @ | ¢, } celui des particules négatives.
La conjugaison de charge est Topérateur C= 1@ |[e;s® + e3¢’ |
Cf@e)=De;et Cf @ es)= @ e,)Soit T =1@ [ ege' ~eye* |
Mf®e,)=fRe et T(f @e)=— f® e;) alors les opérateurs

14T 1-r
Pl = ""i""' = ] @f;ﬁl et F] -"—'——2—— =1 @E:E’

sont deux projecteurs complémentaires tels que val P, = H', val P, = H';,
Pif@e +g@e;)=fRe, et Pilf @e +g@¢;)=g@e; On remar-
quera de plus que, T et CeS(H, o) que C* =T =1et que [, C], =0.
Dorénavant nous écrirons pour tout yeH, b =P + Py =y~ + 4 .
Evidemment (Cy)* = Cy~ et (Co) =Cy .

1+C 1-C

Soit mainienant p, = 1 &l py =—-—; cc sont deux projectenrs
complémentaires lcls que
+ +
il ®e +5@ey)= {‘E_E@E" +ir_2.__g@£.l
et
piAfRe +2Re;) = ‘!--H-_E@g, = -{-._:E@':P

2

Pour tout yeH, posons ¥ = pb + pab = . + y_. Evidemment
(T). = [ _ et (T)_ = Iy .. Nous aurions donc aussi bien pu prendre
pour espace des particules positives val p,. pour espace des particules
négatives val p, et pour conjugaison de charge I'. val P,, val P,, val p,
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et val p, sont réguliers, car pour tout ¢, ¢' e H', a'(Xy, X¢') = (¢, Xy
ol X =P,, Py, p,, p; ; en effet, si pour tout e H',

comme ¢ est régulier, nous avons X' = 0.
Comme nous I'avons vu C et I sont des automorphismes d'isospin et
mieux, pour toute structure préhilbertienne #-permise de H,

C el reS'(H, o)

4.4, Conjugaison de charge sur un espace symplectique,

Soient (H, o) un espace symplectiqueet I, Ce S(H, o)telsque C* =T =1
et [T, C]. = 0. Posons
T D Y 1+C 1-C

e by — = Pym—,

2’ 2 - -

val P, =H*,val P, = H™, val p; = H. et val p; = H_. On vérific comme
dans 4.3, que H™, H™, H. et H_ sont des sous-espaces vectoriels réguliers
de H. Comme CP, = P,C et I'p, = p,I" on voit que C est une bijection
linéaire de H* sur H™ et T une bijection linéaire de H. sur H_. Pour
I'interprétation physique, nous avons donc le choix suivant :soit H” et H™
seront les espaces positifs et négatifs respectivement avec C comme conju-
gaison de charge, soit H. et H_ seront les espaces positifs et négatifs
respectivement avec I' comme conjugaison de charge. 1l est clair que H*
est le complément orthogonal de H™ et H.. celui de H_,

Une représentation de Fock =, sera dite compatible avec la conjugaison
de charge C, si et seulement si, CeS%H, 7).

5. — GROUPE D'AUTOMORPHISMES
ASSOCIE A UN OPERATEUR HERMITIEN DE H

5.1. Généralités.

Supposons donnée une structure préhilbertienne o-permise ; notons i
l'opérateur qui définit cette structure et s la partie réelle du produit sca-
laire. Soit B un opérateur hermitien (pour la structure préhilbertienne
définie par i) de H. Nous savons que le sous-groupe { ¢*®|1e R | du groupe
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des opératcurs unitaires SYH, o) induit un sous-groupe | T.m»|lER }

de 2, (M,(H, 7)) (2.4.2).

5.1.1. 1l existe une représentation unitaire contimue U de R relle que
pour tout teR on ait :

m el ) = UlDm(sU(1) !

pour tout peM,H, a).

Posons par définition U{f}ﬁ=i‘::;ﬂ;l (notations de 1.2). U est une
représentation unitaire de R puisque d'une part
{U"jﬂ | U{f]p] = ﬁl.{ftlll‘ﬂl‘ b T,unh'n

= m T lj* x v)) = fu® x ¥) = (7|7 (2.4.2),
VU = U pnlpi) = Tone - crelgl) = Ut + 1)

et d'autre part, I'image canonique de M,(H. o) est partout dense dans

I'espace de représentation. La continuité de U résulte de 1.2.1 et du fait
que pour tout

ji= Za.é.,. o ¥= Zbﬁ..-

k=1 =1
lapplicanion

£ (3] Ui = z zﬁkﬁﬂ”w."ﬂ#’“ﬂ - %)
A=l J=1

est continue, Enfin pour tout u et ve M,(H, o),
AT ) = Tomnlfl] X ¥ = Tounllt % 7, wul¥]) = UHmLOU(H*F,

Le théoréme de Stone ([6]) implique U(r) = " ou C est un opérateur
hermitien de Iy, : nous l'appellerons, « opérateur infinitésimal associé i B ».
Il est clair que &, (vecteur « vide ») est un vecteur propre de C & valeur

propre 0 puisque lim U{ri s 3, =0.

Nous notons A l'opérateur de champ (i e n,(d,) = ¢**), alors nous
avons

5.1.2. [C. AM¥)]- = — iA{iBy).
La proposition 5.1.1 implique :
T i anldy)) = SMEB) _ T IAN), ~#C
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D'une part
gy _ i WA~
i T g ap i R i
t=0 t i=0 A
d’autre part
¢ v C, AtV
i ORI 2L _ g, pm et i 2= 1 G, AW

ce qui etablit la proposition.
Posons

| S
a‘{ﬂ-%[ﬁiﬂ—miﬂ} o a ()= {AW) + iAW)}

Nous savons que a* (i) et a~ () sont respectivement le créateur et I'annihi-
lateur d’une particule dans I'état . On peut montrer par un calcul direct
que a ()5, = 0 et que (a*(¥)d;|a"(@)5,) = (W | p). On vérifie aisément
que a* est linéaire, ¢~ antilinéaire et [C, A(W)]- = a*(By) — a” (By).

5.1. Opérateur « nombre de particules ».

Supposons que B = 1. Le groupe {é“|teR} est appelé « groupe de
jauge de I™ espéce ». L'opérateur infinitésimal associé 4 B et noté N s'appelle
« opérateur nombre de particules ». [l est immédiat que

Noa"(¥)]l- € —a~(¥) et que [N,a"(¥)]- a*(y)

Si V est un sous-espace vectoricl complet de H et Py le projecteur ortho-
gonal sur V, alors l'opérateur infinitésimal Ny associé & Py est I'opérateur
« nombre de particules dans un état appartenant & V ».

Si H est un espace de Hilbert séparable et (), une base orthonormale
compléte, alors

N = Zﬂ"[iﬁ';}a'['ﬂfd

i=1

(voir [7]). Cependant 5.1 prouve I'existence de N méme si H n'sst pas
séparable.

ANN. paT. pEMCand, o VL2 W
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5.3. Opératear de « charge ».

Avec les notations 4.3, si nous posons B = 1 @ | e,2' — ¢;¢% |, nous
trouvons que C = N" — N~ ou N* est I'opérateur nombre de particules
positives et N~ l'opérateur nombre de particules négatives. Nous pose-
rons N* =N"=0Q.

5.4. Opérateur « impulsion-énergie ».

Supposons que H = K (solutions de l'¢quation de Klein-Gordon a
énergie positive) et que le produit scalaire soit

hiw, @) = jwah*mkwkr

(voir [2], chap. IV et V). Les quatre opérateurs infinitésimaux #", u=0, 1,

i
2 et 3 associés respectivement aux opérateurs hermitiens iﬁ_x; sont,
I'hamiltonien (#) et les opérateurs d'impulsion (#7, i = 1, 2, 3). En effet,

d’aprés ce qui précéde :

1 &
(2%, AW))- = m(-ﬁ}; w)

6. — GROUPE DES AUTOMORPHISMES
DE JAUGE
DE DEUXIEME ESPECE DE M,(H o)

.1, Préliminaires,

Soit H' le dual algébrique de H et U I'ensemble des nombres complexes
de module un.

6.1.1. Si y et yYeH et si ™ =& pour tout xeH, alors y = y.

Supposons que & =" pour tout xeH. Daprés (5], 9.5.5)
#x) = ¥(x) + 2n{x}w o@ n applique H dans Z, Z é&tant le groupe additif
des entiers. Du fait que y et y' sont linéaires nous déduisons que pour
tout Ac R et pour tout xeH, n(ix) = in(x), ce qui implique n{x) = 0.
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6.1.2. Soit y un élément de H' et f la fonction définie par f(x) = &*™
pour tout xeH. Si H est un espace vectoriel topologique, alors, [ est continue
si et seulement si y est continue.

Si y est continue, f est continue, puisqu'elle est la composition de
deux fonctions continues. Supposons que fsoit continue. Pour tout 2J0.1],
nous savons que ¢ : 4 — &* est un homéomorphisme de |— & + o sur
@]—& + &)=V, puisque V,# U (5], 9.5.7). V, étant un voisinage
de 1,/ ~'(V,) = W, est un voisinage de 0 dans H.

Nous allons montrer que y est continue au point (. Notons r appli-
cation @ 'of |[W,. Il est clair que f(x) = "™ = &7, Pour éablir la
proposition il nous suffira de prouver que y |W, =1

Si

x et veW,

alors

A=A o ghAx (1= Al o AT i1 =0 ghleti) il = iy

pour
iel0, 1].

Done t{ix + (1 — A)y) = t{ix) + (1 — A)y) + 2k(ix, (1 — A)y)= ([5], 9.5.5).
t étant continue et W, connexe, I'égalité précédente prouve que le domaine
de valeur de k se réduit a un seul point qui n'est autre que 0 puisque
({0} = 0. De 1&4 nous déduisons que pour tout entier m, et pour tout

1 1
xeW, r(;x) =;.|'{x}. De méme si xeW_ et si pour un entier m, mxe W,
alors, fmx) = mt{x). Supposons maintenant que xeW, et que les

deux entiers m et n sont tels que m < n. Alors ~¢ W,ﬂm.few, d'oll
n n

L(Ex)-—:qul La continuité de t prouve enfin que pour tout xe W,

et pour tout A€[0, 1), t(ix) = ir(x). Revenons & I'égalité &' = ) pour
tout xe W, Elle implique x(x) = t(x) + 2kix)x ([5]), 9.5.5). Si iel0, 1],
comme ylix) = ix(x) et t{ix) = it(x), nous avons

Mix) + 2k{ix)m = t{ix) + Zik{x)m

ce qui montre que k = 0.

Si H est I'espace monoparticulaire, A un opérateur de champ, la trans-
formation de jauge la plus générale de A, estdelaforme 1A — A, = A + ¢
ot y est R-linéaire 4 valeurs dans R. Pour obtenir une pareille transforma-
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mation, pour toute représentation de Fock, nous devons trouver un élé-
ment de (M ,(H, a)) qui transforme &, en (4,)* = ¢7*'§,, car

uﬁ.&*}l} = ﬁ{e‘“"’éij = AW+ 2idN — iAW R‘{ﬂ*j.
ce qui justifie le paragraphe suivant.

6.2. Automorphismes de jaoge.

6.2.1. Pour tout yeH' Tlapplication f — f* ou f*{§) = () pour
tout ¢ H, est un automorphisme de €,(E), quel que soit Ec %

Cette proposition est immédiate car y | E est continue.

D'aprés 2,2.1 et 2.3, l'automorphisme [ — [, induit sur M,(H, o) un
automorphisme |, :u — p*. Ce dernier agit sur .#,(H, o) de la fagon
suivante : pour tout {ﬁ;l_i,j e.#,(H, :r}.(ﬁ:ﬁ:l‘ - EL;_E;} ol pf f=pl 1%
quel que soit [ e €,(E,). En particulier nous avons :

6.2.2. Pour tout y & H' et pour tout ¢ e H, (§,)* = 7§,
6.2.3. H étant considéré comme un groupe additif, lapplication
{igeH — { eaM,(H, 7))
est un monomorphisme,

Supposons que {, = {,. Pour tout E:E:ie,d' ((H, o), @E:E}:ﬁ?:f;j.
ce qui impligue p? = p¥ |, c'est-a-dire ol %) = i f¥) quel que soit f €% ,(E,).
M,(E,. o) séparant €,(E,). f* = f* quel que soit fe¥,E,. En tenant
compte de 6.1.1 nous avons y | E, = y'| E,. E, élant quelconque dans &
et & étant absorbant pour H. nous avons ¥ = ¥. En outre, sur .#,(H, a),
on voit que [ ., = ([, car 277 = (f = (f*p.

Le groupe additif H' sera done considéré dans la suile, comme un sous-
groupe (commutatif) du groupe des automorphismes de M,(H, 7).

6.3, Automorphismes de jauge implémentables
pour une reprisentation de Fock.

Soit =, une représentation de Fock particuliére. Nous notcrons H¥,
le sous-groupe additif de H' formé des éléments de H' continus pour la
norme [ W [| = /sy, ), ¢ e H.

6.3.1. H A o (M,TH, o)) = H?.
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Autrement dit, nous allons démontrer que [, est implementable pour =,
si et seulement si, y = H. Supposons que {, soit implémentable pour =,
D'aprés 1.1.1 et 2.1.2, il existe un élément unitaire u de M,(H, o) tel
que @,u® x 8, x u) = a((6,/) = ¢* "W). Daprés la remarque de
1.2.2 et d'aprés 6.1.2 nous voyons que y € HY. Réciproquement, suppo-
sons que y & H* D'aprés le théoréme de Riesz (voir [{], p. 89), il existe
o € H tel que x(¥) = s(,. ¥) pour tout ¢ € H. Si nous posons

1

= —E]*m

alors y(¥) = o(2u, ¥) et ue H. 1.2.3 montre que =(5,) appartient & (1) ;
donc m(d)n(u)n(d,)* appartient aussi @ #(Iy). Nous allons démon-
trer que pour tout pe N, (H, o), 2%y) = wld)n(u)=(s,)®. = étant conti-
nue cette égalité s'étendra 4 M,(H, o). Afin de calculer I'expression
md )l u)m(d,)* nous allons utiliser comme intermédiaire de calcul .4 ,(H, o)
et .#,(H, o)/N', od N, ={pueM,(H, o)|afu* x u)=0}. Nous savons
que .#,(H, o) =.#,(H, o) ([I], théoréme 22) et que

v‘i{H' ﬂ'],u'rN,- = +‘1{H, Fw'ﬂ
car si
pe #,(H. o))N, et he.#(H, o)N,,
1A =olf® x ) = ofp® x p) = wli® x @)= 14|
Soit =’ la représentation réguliére gauche de .#,(H, ¢) dans .#,(H, s)N',,
et = celle de .#,(H. ¢) dans .#,(H, o)/N,. Evidemment, pour tout

ue . H(H, o), nlw) = x(u)| .4, (H, o)/N,. Pour tout (i, E,)e.4,(H, o),

(8 )2l EJY(8,)% | M, (H, a)/N,, = 7(5, x (g EJ) x 6_)| A, (H, )N,

= (3, % sy % b_y, EJ)| M ,(H, 6)N, = (i, EJ) = n*{(uy, E,))
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