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SOMMAIRE

Jusqu'a présent il n'a pas été possible de construire
des modéles physiques dont les solutions ne soient pas des états
quasi-libres. Il est donc intéressant de faire une étude systématique
des stats quasi-libres en espérant que les propriétés trouvées

éclairent le problime de la construction de modéles non triviaux.

Ce travail se divise en quatre parties. La premiére concerne
1'étude des automorphismes (resp. antisutomorphismes) de la C‘-algébra
du champ de bosons libres, induits, par les opérateurs symplectiques

(resp. antisymplectiques) de l'espace'monoparticulaire.

La deuxiéme partie décrit la C*-algébre des relations de
commutation. On y trouvera aussi une étude de ses propriétés et de

quelques uns de ses automorphismes physiquement intéressants.

L'étude des <¢tats quasi-libres des relations d'anticommutation
et de commutation font reapeotiveﬁent 1'objet des parties trois et
quatres. On montre en particulier que les états quasi-libres purs
sont les états de Fock et que 1'on peut passer d'un état de Fock &
un autre par un automorphisme monoparticulaire (transformation de

Bogoliubov généralisée).
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DE LA C%- ALGEBRRE DU CHAMP DZ BOSONS LIBRES

Soient H wun espace vactoriel réel, ¢ une forme symplzcetique sur H,

¢’2st-h-dire, une forme bilindaire antisymétricue (o(¥,9) = -o(@,¥) pour tou

0#*- glgeébre du chenp de bosons

la référence [1.). Appelons opsrateur de
Jra N\ . .
(H,o) tout opérsateur lindaire surjecti
{'r!.:a n G’lmﬁr i ) = 't’i h\ 1 714 \ =
TeSD. T¥,Tp) = =o\¥,0) our tout ¥ et ¢ € H o Nous montrons gue ces
A i 2 N
. r (1 5 o 5
opérateurs induissnt sur Lﬁkﬁ,k/ des automcrphismes (resp. antiautomoryhismes )
.
qui sont une généralisaztion des automeorphismes (resp. antiauvtomorphismes) induits
s & - 7= iz = 3 3
par le groure ds Lorentsz £+Lr=sp. z¥) . Pour toute représentation de Fock, nous
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permise, nous étudions quelgues

sous groupcs importants du groupe des opérateurs symplsctiques : groupe de jauge

p >

de 18re espéce (d'ol l'existence de 1'cpdrateur " rombdre de particules” ) et lcs
I 1 ) et l¢

groupes d'impulsion—éneryie { %ol l'existence des cpérateurs "impulsion- dnerric
n= gnerpic®

o S . ) . e W . - o _
Nous faisons en ouire une étuds du spin isotepigue e% des opérateurs d'isossi

cette étude étant appligude ensuite au cas particulier des bosons scalaires

chargés et de la conjugaison de charge. Nous définissons enin, les automorphismes
de jauge de 2&me espice et dounnoms un critdre d'impldmentation pour une repré-
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3 /
by - Y = o3 (UM ) =
= @ W, « Done ¢ a“)-ﬂ\r‘
2 O~ U= tal que % - B = o 2 L J9 b{.\_a .Ja F s i o
Ty P K Y3
¥ X
; = w{{u_,E.)). @ est continue surJ Z ("1 oJ
{ i \ = @ ’q) u } = ‘t_j__‘) - ..b\ L ’-.a 117 =
W AP = &/ g g Fa BB g8
Yoo ,i‘.n & B P ] 3 !
- 6 §

giAr

/\‘\
lw(w E ))l = fo (e ) il g =l B, done peut-Sire étendue am-

3 s
Tl est évident que c'est un état de N, (4,5) puisqu'elle 1l'est sur. (:I,

Lontrons que « st pure. Supposons gque £ soit une forme positive sur

9 (H.o) i g . v (H.o) {1 s 5
4, (H,o) majorée par w, c'est=a-dire, que pour tout ¥ € ¥, (H,0) , £{u*u) € wlp®w

Nous allons montrer gqu'il existe M, tel gue I'= hw, svec 0 A € 1e Soient

E,» By ¢S tels que E_CEg j ceci implique que 3&123.‘“,0*5 C i, f,Esfﬂ. Pour tout

e BT
' —— / T ’/——'ﬁu_.‘__ ‘
b € M,(E ,0) , £((1 5B )% % (u0E )) € ol{u B, % x (B ) = o (u* xu ) ob
"-—..,__ /\

(,. »E ) € %, (Hyo)« L'application £t U, —> i‘((pa,Ea)) est une forme positive

continue de M, (B, ,0) , qui peut 8tre étendue & i, (=, ,o) , mejorée par o
]

C:cmme w  est une forme vure, il existe un nombre réel l tel que fa::)n.a w
et: 0 <A <1 ¢ De méne on montre que fﬁzkﬁmﬂ olt 0 £ 1B51.P011run

v, €N, (B,»9) tel que mﬂ(pa) # 0 { on pourrait prendre § ) , nous avons @
/ ) f.—’/\\,_ (\
£ = £{( B )) =8 } = E
-BUPEB’EQ P'a \kq’EB,Ea P B)) (pa’Ea” fa(ua) car (%303,: ud"BH“a’Ea)
D'ol nous tirons que lﬁ g {%B'Ec‘. .ua} = '.\.a ma(ua) ce gui impligue 7\5 = ',\u :

Scient maintenant E_ et Eﬁ deux éidmernts quelcongues de & . Nous savens qu'il
e

exciste E € = tel que E_UBEB, C « Dlapre 3 Lad =
v qQ E, UEg ET D'aprez ce qui précide la ?\.Y et
7\.§3= RT « Dfol ?ta= Ag= X et f=lw sur ',f,*f'j {(Hyo). Cette dgalité s'étend 2

M, (H,0) par continuité.



structures préhilbertisnnes o = pormises et que 3

et J' scient ceux opérateurs de H définissant deux

et ' soient les

parties réelles des formes hermitiennes correspondantes. Alors W, = W,

T RSN
)

4

1 212+ ( Supposons que J

E si et seulement si J = J°%.
Y, - A ¥ = ]
Wy = Wy > (0 " Q g F

car pour tout (uz’Ea} €

P -
1 E50) s 0B ) = e (B

- i . - — ] -y ar _5
si et seulement si uu(Q'slﬁa) = ua(ﬂ 3,!na},Camme a1(Ea,G) sépare EE(Ea) , nous

. t - ] )
avons Q aIEa =0 s'lEa‘ E

H, nous avons {I'_ = Q' ,
s

t
Q's =0 5,¢:::> s = s!

imjective et

g8 = st— = J?

1+2. Btude de 35(6*)

Notons par N, 1'idéal a zauche formé des

w {u®u) = ¢ et par I l'espace vectoriel X (
5 J'Q.s P i~ ":‘Jl \H,O-)/ N

étant quelgongue dens - et .- étant absorbani pour

@

Ls démonstration en  sens inverse est évidente.

sar liexponentielle est une fonetion

a{¥,¥) = s*(¥,¥) "pour tout ¥ € H, si et seulement

du fait gque o est rézuliére.

v e H1CH,05 tels que

« Nous savons gue
-

. s
@, Ppar passage au quotient, définit sur In, une structure préhilbertienne.
s
Dfaprés {([2], 2.8.5) et 1.1.1 s est un espace de Hilbert. Les éléments de

&

8

14241 ( L'ensemble A = | S;lqr ¢ Bl est total dsns I

I1 suffit de montrer que 4

Ql’
8

IQ' seront notés '#\‘oﬁ u € H1(H,01.

e *
s

-4 (HJU)/N 3
wS

est denss dans

a“



ctgsi-a=dire gue le sous ©€5pace ae 1 (H,a’) A orihozonal & A se réduit 2

A S

{0l : soient B € U (H,o) , tel que w{8,” X u) = 0, vour tout ¥ € H g eb

2 ~
(JG,EE) un élément de u tel que ¥ € E . Nous avons, w{é_gl X u) = m{a_‘? x @) =

wa(g_*

v
oy qui implique que (B *X #y X (G*E ))(0) = (b * x & at|E ) = o {u* xu ) =
24 & a [rd [rd 4 (74 @& a

% ga) = (.5_* X ua}(ﬂ‘ 'Ea) = (pa x (ot iEa})(*) =0, pour tout ¥ € Ea ’

- . ~
wp* x p) =0 ;3 d'olr BEN clest=a=dire u =0
s

1,2,2, ( Pour toute structure préhilbertienne o= pernise, 7:5{6?) est forte-

ment continue en ¥ .

n
Nous savons que pour tout H € H1 {H,O’), il existe V¥V = 2_, e S, tel
¥y
i=1
o~ ey 7y .
wo i-Slcon s ators I a8, = x(8, 015 Il = e Uar® oy, )
) o

s

- a(8,)1 8 lig It A8,y ) = (81 i+ 1o YoV il ¢ 2l -
o

!l

LR CREL CR N R o™

Dt " . . "
une pert, o dtant continue en ¥ il existe un voisinage V, de *o *

{ ~
tel que ¥ ¢V, imulique |1~ e*’*"o”‘*’)l < &/ ljulls D'autre pert , en posant
' — e 13 - \' - - r
LA *o 3 ii[ ﬁ(ais) I(‘Scll v || = "-’(V‘ X i 6_*| - 501 X [5‘#1 - SO] x v)

< 2fw(v* x v) = w(vPod - vl
n

Copme w(v® x &, x ¥) = \. a. . - -
( *1 ) L, ©s ._'} w ( """Y’j X 5‘,’_, x EVi) =
i’é=1



eio‘(%‘dﬂij ei’.?'(?i""i‘y*') Qe{‘u.*j-qi) est bien continue en ¥' ,

"
g

Gi c-j
.J
L, 5=1
il existe un voisinage V, de ¥, Yel que ¥ ¢ V, diaplique e 'x(f:*,)

ey

- x(s )1 vl <e/h . D'oh, ¥ eV, NV, impligue || [&(3,) - x(é,;,a N lise.

1:2:3 E Pour toute structure préhilbertienne o= permise de (H,o) et pour
tout ¥ € ¥ (complétion a8 H pour la norme H\#”Z = s(¥,%)),
1:(5*) e = ( 12, (H,0))* € ¢ (Iﬂ,)
Cette proposition est une conséquence imnédiate de 1.2.2.

Soient E_¢€ & , (e £) 4,

une base symplectigue de E
t well a

&t E;' =f{ yeH|Vope E“, o (V) =01, Ea étant régulier , EQ‘L l'est aussie.
Lrappilication Hy € X, (Ea,cr) ———J,'{_ua,Ea) € .'f,’?;'*(‘".:a,a) est un isomorphisme

liométrique ; nous identifierons donc les deux espaces. Notons par Ia 1l'espace

3;;12 (Ea,cr)/N et par I' 1'espace X, (E:,G)/N qui contiennent respectivement
w w
”~ & -~ L
= ¥ = 6
=18 iveE Tet ax =05 |v¥veE ],
142 % Ia X Ic': est dense dans Iq,.

Tout vecteur de H se met sous la forme unigue V¥ = #1 + ?2 ou

) - 3 ] ' ' L
¥ -z c:r(#,f‘i) e; -Zo(#,ai)fi €E, et ¥, =¥ -y €E .Ce qui implique
i=1 1=t

Qe &, =& 8, = A Al d
e ” ¢1x v et que A axiaCIaxIaCIﬁ, .

2

P - b .
2.1« Dous " montre que I‘z X Ic'! = IQ,.

1 est facile de vérifier sur 7, (E,,9) et #/,(E,o) que les éléments

de Li1 (Ea,c'i computtent avec ceux de i, (E;,o').



2= AUTO CRPHISUES DE L, (H,o), INDUITS PAR LES

OPERATEURS STHPL=CTIGUES DE (H,0)

2.1, Automorphismes et rcprésentations d'une C*-algébre.

Soient ( L une C#*=-algebre , a{c) le groupe des automorphis:ies de 7 .

-1
Pour tout T € af Q) et pour tout x € (L, nous écrirons x et x* au lieu

_®,

de T(x) et P (x) respectivement . Si de plus, f est une forme positive de C'_
T p=1

et =X une représentation de T dans H , nous voseroms , £ (x) = f(x° ) et

b Te1 5 s »

% (x) = ®(x" ). Evidemment, f est une forme positive (resp. pure, état) si

et seulement si £* est une forme positive (resp. pure, état) et =% est cyclique

(resp.irréductible) si et seulement si X  est cyclique (resp. irréductible).

Nous dirons que T est implémentable pour ® , =i = et 'xT sont unitairement

équivalents. Noﬁ:qns par ax(.’f ) le groupe des automorphismes de Of implémentables

pour ®
241410 ( Soient & une représentation cyclique admettant E pour vecteur
cycligue et f 1la forme associde & % et E 51 Te al(cf) est
o 5 »
tel que f=f , alors, T e a%(»:,u).
Cette proposition est un cas particulier de ([3] , 2.4.1).
2.1.2. Si f est un état pur et ® la représentation déf'inie par f

(voir [3], 2.4.5) , alors, T e txx(;‘.i) si et seulsment  gvil



—~ o

existe un élément unitaire u de [ (7 étant la C®-algdbre
déduite de o7 par adjonction d'un éléuent unité), tel que fT(x) =

f(u* x u' ) pour tout x € (f.

¥

Cette prorosition est un cas particulier de ([31, 2.8.6).
211, et 2.1.,2. nous permettent de voir swr lesformes assocides, si un auto=-
morphisme est implémentable pour une rceprésentation donnée, Nous les utiliserons

dans la suite.

2.2+ _Opérateurs symplectiques.

H étant un espece vectoriel réel, o une forme symplectique, nous
dirons d'un opérateur linéaire T dans H , qu'il est symplectique, si et seule-
ment si T est surjectif et of(T¥,Te)= c(¥,9) pour tout ¥,¢ € H . Notons
S(H,o) 1'ensexble des opérateurs symplectiques.

On voit aisément que pour tout T e § (Hyo) , T est régulier et

T-‘I

€ S(H,0). Comme 1'identité I est un opérateur syaplectique, S(H,o) est un
groupe multiplicatif's 81 E est un sous espace vectoriel de H, T wun élément
de S(H,c), alors E est régulier si et seulement si T E est régulier. Ceci
impligue que les éléments de S(H,o) laissent (;  invariant. Nous savons en
outre que tout opérateur lindaire T restreint aux éléments de & ,.eeci pour

toute structure préhilbertienne o=permise, est continu puisqu'il agit sur un

espace vectoriel normé de dimension finie.



2421 Pour tout E € & , pour tout 1T € S(H,0), l'epplication

> fT= fqu est un isomoronisme de 1'espace de Banach

a
: 4

EO(E) sur l'espace de Banach EO(TE).

m
Si f e EO(E) il est clair cue £~ est définie et continue sur TE.

fT stannule & 1'infini car si |f(¥)] < € en dehors d'un compact ¢ CE ,
IfT(if)I(s en cdehors du compact T3 C TE. Donec £ € E’o (TE)« Les propriétés

%*®
lell = Tl , (%7 = (¢D)°, (£.8)" = £108" et (a £48g ) = a £+ B’ pour tout

2, € ¢ et pour tout f,g ¢ EO(E) sont évidentes. L'application f—o» f‘T est

m=

bijective car elle admet rour fonction inverse f— 7

-1

2.2.2: | Pour T € S(H,o), 1l'app}ication Tpot M ———)pT ol p_T(f‘) :p(fT )
pour tout f ¢ EO(E) est un isomorphisme de M, (,0) sur 9 (T8,0)

qui peut s'étendre en iscmorphisme de la C*-algébre l.I1 (E,o?j sur la

Ce-algdbre i, (TE,o) .  De plus (25‘4,)T = 5,1,* pour tout ¥ ¢ E .

"En utilisant 2.2.1. cette propositjonest immédiate.,

([3], 143.7 et 1.841) impliquent que HpT” = [lull pour tout u EW
et pour tout T € S(H,0).

243+ Autonorphismes de LI’!FI. lo‘); induits par les éléments de S{H,o).

23541 { Scit T wun élément de S(H,o) ; pour tout E‘z ,EB € (> tel que

g E C Ep. et pour tout u €M, (Ea,c) nous avons,



—~

m
e

S
(q‘sﬁ,na Bt = ‘pTEa,TEB My

Pour tout £ € g, (TEg) » (“’Eﬁ,s )t (1) = u (2lE) ,

a

i Tt s g :
(q‘rEs’TEa B ) (fT) =k, (£ lTEa) et la proposition se déduit du fait que

T , 3
(£7|TE)" = 2[E, .

2524 ( Soit T un élément de S(H,o) ; alors, (pa,Ea) ~ (.LLB,EB) si et

seulement si (p 5 I ) ~ (p.B , TE )

(p.a,Eu) -~ (“B’Ea) si et seulement si, 1l existe E‘Y € . tel que

Ea U Eﬂ CE’( et QEY-'E Eﬂ pa « D'aprés 2.3.7. cette égalité a lieu si

T
et seulement si P ,TE B = %T,TE
Cette dernikre propositicn donne un sens A la définition suivante :

pour tout (u,E.) €% (H,0) et Te S(Ho), (u,B )%= (b, HTE ). ([1], 83) et

" Hg ', c'est-a~-dire , (}-iaT,TEa)“'(PBTsTEB)-

la remarque qui suit 2.2.2, nous montrent que pour tout u e ‘,"’,‘21 (H,u’) et
T € S(H,a‘) s II ” ”l-l” « Nous avons donc un automorphisme de ’1?31 (H,cr) qui peut

8tre étendu & i, (H,0) «
23430 L'application % 3 T € S(H,0) — T, € a(L:1 (H,0)) est un
acnomorphisme o

Vérifions sur//J/ (H,o') , que ‘qm,. ‘r Tny o+ Par contimuité, cette

égalité s'étendra & 1M, (E,0). Four tout ‘(p ,E ) € f/ (Hyo), (/\ym‘



: =
/\\ /\Tl /"/:\T //' \
' 2y T 7 THT
oy s T2Bp) ot ()" )" = (e, ') =Tl ” )", 7))
-1 T -
- Ll " s i TF T
Or pour tout f € EO(TI"Ea) i (fT ) = f 3 dlou p = ("La )", ce
gui prouve que Tppr = ‘ql.. o Tpy o e lHontrons cue + est injectif : supposons
_,—"/\"-a... T
que T, = Ty, , ce qui impliczue que pour iout (pa,Ea) € ‘;,:1(5{,0), (pa ’TEa) -—

' .
(p.aT ,T'Ea). Ainsi pour tout E‘t‘ € (- et vérifiant Tﬂa U T'Ea L~ EY s pour

-1
T O . " T i
tout f € GO(E_{) , nous avons i, (fITEa) =p_ (2] Ea) ; d'ol, pa(f IEa)

-1

T . - .
IEa) » pour tout u € h1(Ea,0'). Coume X, (Ea,o‘) sépare Eo(Ea), nous

w(f
avons : pour tout ¥ €E_, £{T¥) = £(T'¥)s Cette ézalité étant vraie pour
P - TE .
tout f ¢ RO(E.r) et &O(E 'r) séparant ET > T¥ = T¥' pour tout Yy €E_. Or
Ea est un élément quelconque de (- , lequel est absorbant pour H . Deone T = T'.

Nous pouvons done considérer S(H,o), comme un sous groupe de

c(!&1 (H,O')) 3 c'est ce que nous ferons dans la suite.

2o Etude de 1« 1\'.(3"‘1 (Hj;'-)T

Suppeosons gque J s0it un opérateur de H , définissant une struc-
ture préhilbertienne o= permise, Soit s la partie réelle de la forme hermitienne
correspondante. Pour tout T € S(H,o), T =232 asrinit une structure
vréhilbertienne o= peruise et la partie réelle de la forme hermitienne corres=—

i T -1 -1 . ’
pondante est s (¥,9) = <o(T ¥,0) = s(T ¥, T o). Soit %, la représentation

attachée a W e Evidemment, xBT est la représentation attachée & ms'r ’



2odpats ( W, =W
Cette proposition se vérifie aisément sur J/:,,} (H,0) »
{otons ‘ S_K(H,O') = 8(H,0) N a*b-% (H,5)) « D'aprés 2.%1.2. ,

nous savons que T € Sﬂ(H,O') , 5i et seulement 8'il existe un unitaire u

de M, (H,0) tel que pour tout p € M, (H,0) , wsT(p.) = ms(u”‘xuxu). Un cas trés im-

portant gque nous rencontrerons dans la suite, est celui ol W, = Qn ce qui

s
implique T € Sx(H,a'). A 1'aide de 1.1.2. on voit aisément que,
24p42, ( Pour tout T € S(H,cr) y W, TWa si et seulement si T commute

5.

avec J.

Done SJ(H,O') ={ Tes8(Ho) | [1,0]_=0] estun sous groupe de
S.(H,0) . Cest le groupe des opéreteurs unitaires (pour la structure préhilbertienne
définie par J) de H .

Pour tout élément E, € Z. nous pouvons considérer S(Ea s O)

comme un sous ensemble de S(H,o) car 1l'application T € S(Ea,cr)wf?t‘ € S(H,0 )

i 3 :

ou T | B, =T et [ IEa = 1 est un monomorphisne.

2upede ( Pour tout Eu € © , pour toute structure prénilbertienne
o= permise, S (Ea,cr) & S“(H,O').

D'aprés la définition de la C*-algébre L-’,' (E,o') dans [1}, nous voyons gque

dens la restriction L (Ea,cr) » %, et x  sont unitairement équivalents.

¥
3! s
CommewT-m ¥ 3 ¢ band Giant i dha) -
. , Ty et = sent unitairement équivalents (voir ([31,2.8.6))y

¥

R



b d

dtol ﬂST est unitairement équivalent & g et il existe un unitaire
u € _}.E1 (Ea’d) tel que pour tout p € N, (Ea,o') on ait ms%g): cos(u"‘xpxu). Cette

~
derniére ¢galité reste vraie pour les éléments de 3:1 (E:,O') puisque T IE; =

puisque s
et [upul_ =0 ( voir la remarque qui suit 1.2+4.). De plus w(n) = (@) par

définition ; donc seule la classe de u intervient. En utilisant 1.2.4. nous

voyons done gue pour tout u € i, (H,0) , mf(p) = ws(u'xuxu). D'ot T ¢ S.K(E,O‘).

2 e g SJ(H,O') £ S (Hy0) .

Soient B € o avec dimE =4 , (ei’fi) 3o,z une base

symplectigus de Eu vérifiant Jei = f:t (on construit aisément un tel aspace |

Soit T un opérateur linéaire de E vérifient Te1 = -\‘}3}— e1 + % e, s

(74
A3 e h¥3 . .6 S WY 1.
o, + 3 ezr,Tf‘! 5 f,i-r 71‘2 etTf2— = f:'-l- 5 £

. e y -
On voit aisément que T € S (Ea,o') donc T € Sx(H,cr). De plus, il est évident

o f—

Te2=-

e [ F,31_ £o.

2.2+ Représentation de Fock "invariante de Lorentz" et ;;+

Plegons nous dans le cas ol H = K; et ot  a(g,¥) =
J i}[cpp (k)* ¥(k) aa (k)] (voir (2], chapitres IV et V). 5i A € <%,

: - e :
T, défini par T,(e) = 9 A" est un élément de s(K;;»:).;.u multiplication par i,

A

iy + . i
définit sur Km une structure hilbertienne o= permise, Bviiemment TA € Sl(K;,o‘),

b by
. A 2 E S = o
ce qui implique que s ~ = s ot s(op,¥) = R[j%(k)" tp(k) a Qm(k)], Par conséguent,

les éldments de £ sont implénentables pour la représentation de Fock R,
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3 = ANTTAUTOMORPHISKES DE M1zH,oJ

INDUITS PAR LES OPERATEURS ANTISYMPLECTIQUES DE (H,o)

&
2ol Antireprésentation d'une C -algibre ,

Soit H un espace préhilbertien. Notons par H 1l'espace
préhilbertien obtenu de la fagon suivante : les éléments de H sont les

mémes gque ceux de H,

Bous les distinguerons en les pointant (é € H;:« £ € H) ; par définition

-]

-

E+ZmEal ,aE=E ot (£ 0 = (L) pour tout £, € B et pour tout

&

a € C. Notons J 1'application E—>Ee. C'est une application isométrigque,
surjective, antilinéaire (antiuniteire). Evidemment ﬁ = H et la condition
nécessaire et suffisante pour que H soit comvlet est que ‘} le soit.

S8i O est une C#*-algdbre, nous cirons que =x' est une
antireprésentation (a=représontation)ds €7 dans H  si et seulement si
2 (xey) = &' (x) &' (y) , 7" (ax+By) = ax'(x) + Bx'(y) et x*(x)* = =*(x*) , pour
tout x,y € CT et pour tout a« P € C. Soit = une représentation de (7 dans H.
L'nntinp:.réunution % de < dans I-.I associée & =& , est définie
par #(x) =, Fx(x) 77 pour tout x € ¢ o L'application = —» X est de
toute évidence une bijsciion entre 1l'ensemble des représentations de ¢r et

e

1l'ensemble des a=représentations de <Z . Donc toute représentation de C/C

est antiunitairement éjuivelente (e-équivalente) 4 une a-représentation de (7,



On voit aisément que si f est lafarme positive associde &
% et £ (E ¢ H), T (fT(x)é—(—;)—) est la forme positive antiiinéaire
(£(x*x)> 0 et rax+fy)= & £(x)+B £(y)) (a-forme pesitive) associde a = et E,
c'est-a~dire, £(x) = (E|=(x)|&) = (x) = (EI:(x)IE). Par une consiruction
analogue & celle de Guelfand-Naimark ([3),2.4¢4.)(au lieu d= la transletion
réguliére\ifgauche on prend la translation & droite précédée de 1'involution),
& tout® a-fomme positive ' cn Jait corres:ondre une a-représentation =«'
qui est évidemment antiuniteirement équivalente 2 18 représentation =

associde & la forme positive I' . De 13 nous tirons 2 1'aide de ([3],2.8.6.)

la provosition suivente

un état pur et f_ un a-dtat pur {i.e.f, est un

L T Soient T 5 p

4
état pur), d'une C¥-algébre (T, %, unz représentation associde
a £, 5 %, une a~revrésentation assogide & f2 s alors %y et ,
sont a=-équigalentes, si et seulement 8%il existe un ¢lément

unitaire ue€ 7 tel que, pour tout x e &L

S,
£, (x) :E'E(u et )s

j o Opérateurs antisymplectiques.

Dans les m8mes conditions que 2.2 nous dirons d'un opérateur

linéair-dansH , gu'il est antisymplectigue, si et seulement si T est

surjectif et o(T¥,T¢) = =o(¥,9), pour tout ¥,9 ¢ H . Notons AS (H,o ) .
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1l'ensemble des opérateurs antisyaplectiques de (H,o‘).

Nous obtenons les m&mes nropositions que dans 2.2. et 2.3. &

£7(y) = 2T

condition de prendre les définitions suivantes : £(T7'¥) et

-
uT(f) = ;.l(fI Je Les propositions 2.3.3. 5 2elete et 24,2, deviennent res-

vectivement :

32 4 L'application 7 ¢ T ¢ A S(H,o) —>% € a=a H1 (H,o‘)j, ol
qr(u)#T est une injection.
( : S8
. ( Pour tout Te 4 8(H,0) , w " = wST .
34243 2 Pour tout T € A S(H,o), W, =g, siet seulement si [J,T]+ = Oe
— s

Bone A SJ(H,G') ={ Tea S(H,G)I[J,T]+ =0] estun sous

ensemble de A S _(H,0)e De 3.1.1. nous déduisons immédiatement :

22:hs TeA Sﬂ(ﬂ,o‘), si et seulement a'il existe un unitaire u

de .JTI;“\;‘I‘_IE tel que w{u) = (u¥pxu) .

33 Représentation de Fock "invariante de Lorentz" et £

Nos notationk sont celles de 2.5.toutefdispour A € £¥ nous

prenons [TA(tp)](ﬂr) = (cpo A-‘I)(\#). Comne [Tl\’i]+ = 0 , 3.2.3. nous aontre gue
pour tout A ¢ 2v s TA € A SI(K:,CT) » ¢'ect-a-dire que les ¢léments de £ °

sont implémentables pour la représentation dé Fock induite par i .



4 -~ SPIN ISOTOZIQUE

Spit (H,0) 1'zspace monoparticulaire des bosons scalaires
neutres. Pour introduire n dezrés de liborté supplémontaires (charge ou spin
par exemple), pous prendrons pour espace monovarticulaire (H',o') od
H' = H® E , E éiant un espace vectoriel réel de dinension n et
o' C v, ®x,, 5 0.8y.) =2 o(¥,59.)(x.ly.) » (x| y) étant un produit sca=-

& i J J g 173 '3
s 3 1,4
laire euclidien de B. Cette @éfinition est cohérente car G'((¢1+i2)mc,2qadcyj)
J

= ot (¥, 0xri,0x, Lo, @ ¥ ), ' (¥ Blx,+x)), g 2y ® yj)= c'(vex,+¥ex,,
J

§«pjey3) et o' ((a¥) & x, g ;@5 =o' (v e (ax) ; § 95 ®¥y) -

Il est évident que o' est une forme symplectigue résuliére de H'. Soient
€, €, +e8,,0n une base orthomormale de E , 31, 5:2,...., e? la base duale
correspondante. Les scus espaces vectoriels H'i= He Eeil, i=%e.n, décrirons
les divers degrés de liberté introduits et leurs projecteurs orthogonaux

seront Pi =I® eisi, i=1,...n respectivement.,

4.1, Représentations de Fock et opérateurs de champs,

Soit J un opérateur de H induisant une structure préhil-
bertienne o-permise et définissons l'opérateur J' sur H' par
J(z ¥, ® xi) =2 J¥, ® x,. On voit que J' aéfinit sur H' une structure
- i

préhilbertienne o'= pernise et que s'(¥ ® x ,0 ® y) =-0'(J'(¥ex), ®Y)



= 3(#,0)e (x]y)o Considérons 1z représentation de Fock ®e de M (H',0%),

associéé & w_; o De mBue que dans ([1], chapitre 5) , nous définissons
s

%gel8 , (o) )T

e = 7 \ -
l'opérateur de champs associé & K_y Par B (¥F®x) = -1 linm X
l“ A0
i Bs*( ) ; . : X
de fagon gque ﬂs,(ﬁl ) = e » Cet opérateur est identigue &

a+{(11r ® x)}+ a_f(\lf ® x)f, défini sur l'espace de Hilbert J(H_'):p@_?o SH? ®P.

Le2. Automorphismes a 'iscspin.

Un opérateur d4'isospin est un opérateur lindaire de H! de
‘la forme T' =I@Tol T e £ (E,E)e On voit que T' est symplectique si et
seulement si T appartient au groupe orthogonal de E , 0(E). GComme nous
l'avons vu dans 2,3, s le groupe I @ T I T e O(E)} induit un sous-groupe de
a{MJH',U"}) s c'est le groupe des automorphismes d'isospin. Certains
opérateurs d'isospin, de la forme T:!.j =T & {eis'j-q- ejsi+ 2 eksk !

ki

les bijections entre H‘i et H"j » ont parfeis une interprétation physigue impor—

s qui sont

tante ( conjugaison de charge par exemple),

4e3. Bosons scalaires chargés,

Pour déerire les bosons Scalaires chargés, il suffit de prendre

dim E = 2 , Soit (e,‘,ez,) une base orthonormée de E . H'_! =H® {81} sera
1l'espace des particules positives, H’2 =H® | &, } celui des rarticules
négatives, La conjugaison de charge est l'opérateur € = 1 & e 82 + e, 81
(c{toe)=roe, cte(ra &) =£®e,)e Soit D = 1 ®e, - e, &



(PM(trowe,)=fe e, et I(f ® eg) = -f R e2) , &lors les opérateurs

1 -
P, = i % 1@2e E1 et P, = Y eﬁez sont deux projecteurs
1 2 1 2 > 2

con;lémentaires tels gue val P, = H', , val P, = H'2 ! P1(fae1 + gﬂez) =
= fRe, et Pz(fme1 + geez) = goe, o On remarquera de plus que , ' et
Ces(H,s') que C°=I°=1 et que [I‘,C]+ = 0 . Dorénavant nous
écrirons pour tout ¥ € H', ¥ = P,¥ + P,y = ¥ ey . Zvidemment (C¥)™ = Cy

et (C¥)” =c¥ .

¢ i =2C
Soisnt maintenant p, = - et Py 2 i o® sont
2 2

deux projecieurs complémentaires tels cue

I+ 4
p1(fae1+g®e2)=——2£ se1+—2-5—s-92 etpg(fﬂe1+gﬁe2)
B 5er (NP . A , & = y :
= 5798, 5 - ©e, . Pour tout ¥ € H' , posons ¥ p1* + p2$ ﬁ* + ¥

Evidemment (r$)+ =I¥_ et (DY)_ = ¥, . Nous aurions done aussi bier pu
prendre pour espace des particules positives val Py » pour espace des
particules négatives wval Py et pour conjugaison de charge I's val P1 3
val ?2 , val Py et val P, sont réguliers, car pour tout ¥, ¥*' € H' ,
o (X¥ LX¥') = ot (¥,X¢') on X= P, s P, 5 Pys Py 5 €n offet , si pour tout
¥ e H' , 0 = o' (X¥,X¥") = o' (§,X¥") , comme o' est régulier, nous avons
Xy' = 0.

Comme nous l'avons vu C et I' sont des automorvhicsmes
d'isospin et mfme pour toute structure préhilbertienne o= permise de H,

]
C et Fest (at,o).
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lioio  Conjusaison de charge sur un cspace symplectique.

Soient (H,0) un espace syaplectigue et T, C € S(H,o)

- ‘-r
tels gque 62=I‘2='! et [P,C]+=O.:osonsP1=%L,P2=J';—.

=

1+C 4l . gt g .
p1="‘§"'“,p2=—é"'— pval P, =H ,valP,=H ,valp =H et
val P, = H . o On vérifie comme dans 4.3. , que H » H s H+ et H_

"

sont des sous espaces vectoriels réguliers de H . Comme CP1 PZC et
Tp, = p,0 on voit que G est une bijection linéeire de H sur H etT
une bijection lindaire de H_~ sur H_ . Pour 1l'interprétation physique, nous
avons donc le choix suivant : soit H' et H  seront les espaces positifs
et négatif's respectivement avec C come conjugaison de charge , soit
H+ et H_ seront les espaces positif's et négatif's respectivement avec T
commne conjugaison de charge. I1 est clalr gue H est orthogonal de Hé et
H+ celui de H_ .
Une représentation de Fock ® , sera dite compatible avec la con-

Jugaizon de charge C , si et seulement si, C € SJ (Hy0) o
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5 -~ GROUPE D'AUTOMORPHISMES ASEOCIE A

UN OPERATEUR HERMITIEN DE H

5.1. Généralités.

Supposons dounée une structure préhilbertienne o = permise }
notons i 1'opérateur qui définit cette structure et s la partie
réelle du produit scalaire., Soit B un opérateur hermitien (pour la structure
préhilbertienne définie par 1 ) de H . Nous savons gque le sous groupe
i itB i o R 3 A

e ] t €elR { du groupe des opéral.eurs unitaires S (H,0) induit un sous~

groupe | T 1B | teR 1 de a (HHH,O’S) {250
s

5.%.1. ( I1 existe une représentation unitaire continue U de R telle
gue pour tout t € R on ait :
ﬂs(reitB(p) ) = U(t) xs(p) U(t)-1 pour tout u € M1(H,c) "

e N T
Posons par définition U(t) u = reltB( ) (notations de 1.2).

U est une représentation unitaire de R puisque d'une part (U(t)R | U()Y) =
- ‘ - ] %y
o (7 itB(s) x 7 itB(v)) = w (v itB(u* xv)) = w_(u* xv) = V) (24.2) ,

o //../‘\.._‘ "’_,‘F/‘\ .
U(t) U(t') p = U(%) Telt'B(p) = reiLt+t']B(p) = U(t+t') p et d'autre part,

l'image canonique M, (H,o) est partout dense dans 1'espace de représentation .

La continuité de U résulte de 1.2.1 et du fait que pour tout

L n
-\ 38 N s \ ) N c N ~~
o= 2 Bwk et v =zi ‘bj 6¢j y l'application t » (p | U(t) V) =

k=1 3=



Ty
n i
i {“\"\ i lo‘(lﬁ’k,e QPJ) ., 1%R
) ZJ &y bj ) ﬂ’ske wj-wk) est continue. Enfin pour tout
k=1 j=1 L —

-

= v N —,_.- \\
pet ve H1tH,o'5 4 ‘Ks('reitB(p)) v = TeitB(y.) X V= 'reitB(p x ©AB (v)T=

u(t) = (0) U(e)* v .
e = T3 : e e
Le théoréme de Stone ([6]) implique que U(t) = e ol1

C est un opérateur hermitien de IQi nous l'appellerons , "opérateur in-
s
A
finitésimal associé 4 B ". Il est clair gque 60 (vecteur "vide™) est un

%

U(t)-' z 6 =0,

vecteur propre de C & valeur propre O puisque lim

0 t =
Nous notons 4 1l'opérateur de champ (i.e. ﬂs(av) = eiA($)) :
alors nous avons
Betuie
[c,A() ). c -1ia(iBV¥).,
La proposition 5.1.1, implique 3 ﬂs(reitB (5*)) -
. ; AR
a0 itB = ey _ 1A(Y)
elA(e ¥) = eitc eiA($) e e e« D'une part lim - - =
( ) t=+0 t
1A( Ay i 5
ieiA(*) A(iB¥) et lim - A(INBY) = A(iBY) , d'autre part
A =0 A
U(t)x_(8,)u(t)* - =_(8,) - 1A(M)
lim 2y B ¥ a0, oMY st 1ta F i L3R s(c,A(¥)]_
0 o A0 X

ce qui établit la proposition.
Posons &' (¥) = 3 LA(K) = 14(49)} et &7(¥) = 3 [A(Y)+1A(1¥)] .
‘ Nous savons gque a+($) et a_(*) sont respectivement le créateur et l'annihila-

teur d'une particule dans 1'état ¥ . On peut montrer par un ealcul direct gue

a (y) 60 = 0 et que (a+(¢) Sol at (o) 50) = (¥]e) « On vérifie aisément que at



na

2

.

est linéaire, a antilindaire et [ C , A(¥) I_ € at(ey) - & (BY) .

5.2+ Opérateur " nombre de particules’™,

Supposons que B =1 ., L- groupe {eit | t eR 1 est appeld
"groupe de jauge de 1ére espéce." L'opérateur infinitésimal assccié a B
et noté N s'appelle "cpérateur nombre de particules".
I1 est immédiat que [N,a-(‘ﬂ]_g - a (¥) et que [}J,a+(1{:)]_§_ a+(¢).

84 V est un sous-espace vectoriel complet de H et Pv le

rojecteur orthogonal sur V , alors l'opérateur infinitésimal N, associé &
P g 3 V

Pv est 1l'opérateur "nombre de particules dans un état appartenant a4 V'.

Si H est un espace de Hilbert sdparable et (¢n) une base
n

a+(*i)a-(*i) (voir [7]). Cependant 5.1

“18

orthonormale compléte, alors N =

[~

i=1

prouve l'existence de N méme si H n'est pas séparable.

5.3. Opérateur de ‘'charge".

Avee les notations 4.3, si nous posons B = 1 @ 18151 >
+ — < -+ o &
nous trouvons que C =N =N ou N est l'opérateur nombre de particules

positives et N 1'opérateur nombre de particules négatives. Nous pOSErons

N =N =Q .

B.4.  Opérateur "impulsion - énergie”.

Supposons que H = K;; (solutions de 1'équation de Kiein~Gordon

4 énergie positive) et que le produit scalaire soit h(y,p) =
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["'F(k)* %(k) dnm(k) (voir [2] , chapitres IV et V ). Les quatre opérateurs
")
infinitésimaux ;g!-l s H = 0,1,2 et 3 associés respectivement aux opérateurs

3 " 3 . . :
hermitiens i ——— sont, l'hamiltonien (:e") et les opérateurs d'impulsion

(81 s 1 =1,2,3) . Bn effet, d'aprés ce qui précdde :

&, — 9.
(&, a(¥) 1_g 1A iy ¥)
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6 = GROUPE DES AUTOMORPHISMES DE JAUGE

DE DEUXIEME ESPECE DE X, (H,0) .

6s1, Préliminaires :

Soit H' 1le dusl algdbrigue de H et U 1l'ensemble des nombres
complexes de module un .
6.1.1 (51 x et x' € H! et si aiX(x) eix'(x) pour tout x € H,

alors x = %' .

Supposons gque eiX(I) = eix'(x) pour tout x € H . D'apréa ([5],
9.565), x(x) = x"(x) + 2n(x)x ou n applique H dans Z . Z é&tant le
groupe additif des entiers , Du fait que ¥ et %' sont lindaires nous déduisons
que pour tout A €R et pour tout xe€ H, n(dx) = A n(x) , ce qui implique

que n(x) = 0 .

6.1.2 (Soit x un élément de H' et f 1la fonction définie par f£(x) = eix(x)
pour tout x € H . Si H est un espace vectoriel topologique, alors, ¢

est continue si et seulement si ¢ est continue .

51 x est continue, f est continue,puisqu’elle est la composition

de deux fonctions continues. Suppcsons que f soit continue. Pour tout ¢ ejo,‘l[ >

iA

NOUS SAVONS QUE @ : A rw=—web g est un homéomorphisme de ]-e » +s[ sur

o(J=e, +e[) = v_ puisque V_# U ((5],9.5.7) . V_ étant un voisinage

s 1, f"*(vs) W_  est un voisinage de 0 desns H .



Nous allons montrer que ¥ est continue au point O . Notons t

- \ .
i'application ¢ o | W_ « I1 est clair que £(x) eit(x’ B a:.}:(x)

Pour établir la proposition il nous suffira de prouver que X | o=t .

8i xetyewe

elors

At + (10)y) | ix(dx + (1-A)y)

Jix(x)  ix((1-M)y) | ilt() + t((1-2 )y)]

pour S B PR ) N

Done  t(dx + (1-A)y) = t(Ax) + © ((1=N)y) + 2k(dx , (1=r )y) =
([5],9.5.5) « t étent continue et W_ connexe, 1'égalité précédente nous prouve
que le comaine de valeur de k se réduit a un seul point qui n'est autre que 0

puisque t{0) = O . De 1la nous déduisons que pour tout entier n , et pour tout

xeW |, t(-:;x) = -}lt(x).Daméme si x eW_ et sipour un entier m,

mx € ¥_ alors , t(mx) = m t(x) . Supposons maintenant que x € W, et que les
deux entiers m et n sont tels que m < n . Alors i € We et
m ."é € We s d'ou t(% x) = 'i' t(x) . La continuité de t mnous prouve

enfin que pour tout x € W_ et pour tout A e 10,41 ,tlxx) = % #=) .

Revenons & 1'égalité eix(x) = eit(x)

Elle mP}_ique que x(x) = t(x) = 2k(x)'x. ([5], 9.5-5) s 8% XK€ ]O 2 1[ 3

pour tout x € W€ .

come x{Ax) =X x(x) et t(dx) = A t{x) , nous avons

tx) + 2k(Ax)x = t(Ax) + 2 A k(x)x

o¢ qui montre que k = 0 .
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D'ol nous tirons cue n(px) = pn(x) et que n=0 enrpremant p€ R=Q .

Si H est l'espace monoparticulaire, A unopérateur de champ ,
la tran3formation de jauge la plus générale de A, est de la forme :
A————-—-—)-Ax =A+% o)X est R - lindaire a valeurs d@ans R . Pour obtenir
une pareille transformation, pour toute représentation de Fock, nous devons

trouver un élément de a(HJH,O‘” qui transforme 5* en (Gi)x = eiX(‘?) S

v’
ir (¥)
s *

car x((éif)x) i 'x.(eix(*)év) . ei[A(’lf)'i'X(*)] - - KX(B*) , ce qui justifie

le paragraphe suivant .

6.2, ‘utomorphismes de jauge.

62414 Four tout x € H' 1'application £f—5f% on
£X(§) = eixw) £(¥) pour tout ¥ ¢ H, est un automorphizme de
S’O(E) s quelgue soit E e & .,
Cette vroposition est immédi.te car ¥ ' E est continue.
D'uprés 2.2.1. et 2,3. , 1l'automorphisme f—03 fx, induit sur
i (4,0) un automorphisme i;x: B —3 pX, Ce dernier agit sur -t;‘f/z{,‘(H,o‘) de

la fagon suivante : pour toutm € 4 (!-I,cr),"ﬁ?,@"C =m , ou

uﬁ (£) = pa(fx) quelque soit £ € Eo(Em)' En particulier nous avons :

6.2.2. E Pour tout % € H' et pour tout ¥ ¢ H, (%)X: eiﬂw&* 2

.53, E H' dtont considéré comme un groupe additif, l'apslication



T

z

L

€ R s (‘ € a (M, (Hyo)) est un monomorphisme,

. /\ ;
Supposons que & = éx,. Pour tout (ua,EaI'e=£F1(H,G) "

_,-"i-’-‘ -..- '_/—i;\ y e Sl ke ‘x . xl il 3 _as
(ua ,ﬁ;j = (ua ,Ea) s c& gui impligue gue B P, 3 ® est-a-dire

R ; 2 ). u B
i, (F ) = w (£ ) quelquesoit f € Ea(ua). m1(Ea,G) séparant Eo(na),

X . oX .

£* = £* guelcuesoit f ¢ EB(Ea)° En tenant compte de 6.,1.7. nous avons
x'Ea = x'lEa . Ea étant quelcongue dans - et - étant absorbant pour H ,
nous avons ¥ = X'« En outre, sur ?;1(H,oi » On voit que éx+x,= ;x zx, car

+ t L § 1]

Le groupe additif H! sera donc considéré dans la suite
D )

comme un sous groupe (comnutatif) du groupe des automorvhismes de K

6.3 . Automorphismes de jauge iiplémentables pour une représentation de Fock .

Soit xs une roprésentition de Fock particuliére. Nous
& AT K e
notercns par H e le sous groupe acditif de H' fomé des éléments de H!

continus pour la norue [[¥]| = Vs(w,;j‘ s ¥ € Ha

( Rl
6.341, g H' n ax§m1 (H,0)) = H*s.
Autrement dit, nous allons démontrer que éx est implémentable

pour |, si et seulement si , y e H‘a. Suprosons que éx soit imnlémentable

pour X . D'aprés 1e1.1s et 2.1.2. , il existe #n élément uniteire u de



i, (H,0) tel que ws(u*xé#xu) = ws((ﬁ’ﬁ)x) = e+ixw) Q'(¥). D'aprés la
remarque de 1.2.2. et d'aprés 6.1.2. nous voyons gque X € H*s. Réciproque=
ment, supposons que ¥ € H"5 « D'aprés le théoréme de Riesz (voir [&], page89),
il existe *oe H tel que x(¥) = ;(l}‘o,ﬂ!) pour tout ¥ € H. Si nous
posons u = --;_-.wo , alors x(¥) = o(2u,¥) etue -E; » 1+2.3. nous montre
que x(&u) appertient a £(In,) ; done ﬁ(&u)ﬁ(u)‘x(éu)‘ appartient sussi
a :!(In,). Nous allons démontrer gue pour tout p € 7/ 1(H,o') 3
" (u) = m(&u)x(p)'n(éu)*. ® étant continue cette égalité s'étendra &
.-im,_o‘j. Afin de calculer l'expression R(Bu)x(p)"xgéu)* nous allons utiliser
comne intermédiaire de calcul /. 1(1-'1-,0') et L,_I (I?,o‘) /o otz |
M= w emlw(u'xp) = 0§ . Nous sevons que i, (H,0) < [, (#,0)

At e S o
([1], théorzme 22) et que 7 1(H,G)/Nw c ¥ (H,o’)/N,m car si u € J (H,C')/Nw
ot b e Uy(o) i o [l @ (%)= o) w(ie) = P, sott
la représentation réguliére gauche de "}-."-’L-,,‘ (E,o‘) dans 1}1;1 (I:i-,a‘) /N.w et ® celle
de fii-.l(H:G‘ ) dans 5&1 (H,0) /Nw . Evidemeit, pour tout u € '3‘%-1 (Hyo),

e

w(u)= = (p)l'}fi,' (H:,cr) M, Pour tout (i ,E a) € J:' (H,0),

"

! (Su)ﬁ( (P'apEa)) =! (511)* I 'ffc;' (Hsa')/m = x! (su" (-l-‘.asE\;)xa_u) i ’/51 (H;G)/N
w (4]

(g BN ) = Ry BT = 2 (),

U -u’Ea
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C*-ALGEBRE DES RELATIONS DE GOMMUTATION
I - INTRODUCTION
Dans tout ce qui suit, nous noterons e (resp. C ),

le corps desréels (resp.des complexes).

Soit.- H ﬁnreéﬁaééjé;éh;lbertien, o la partie imaginaire
du produit scalaire. o est une forme symplectique de H , c'est-a-dire,
une forme IR -bilinéaire (o(ay + a'y', ¢) = aoc(¥,9) + a'o(¥',¢") ,
o(&, ap + a'¢') = ao(¥,9) + a'c (¥,9') , pour tout a ,a' € R et pour tout

¥ ¥'5 ¢, ¢'€ H ) , antisymétirique (o(y,9) = -o{g,¥) pour tout ¢, y € H )
et régulisre (o(y,9) = 0 pour tout ¥ € H , implique ¢=0 )e Un systéme de
Weyl (ou représentation des relations de commutation) est une application

W de H dans le groupe unitaire des opérateurs bornés agissant sur un espace

s
i

de Hilbert et vérifiiant les deux propriétés @
a) W(y) W(e) = e-ic(v,w) W(y+p) pour tout ¥ , ¢ € H

b) A eR-»WAy) est faiblement (ou fortement) continue  :

i .

pour tout V¥ € H.

Nous voyons donc que les systemes de Weyl ne dépendent que

——

-——— e

de la structure symplectique de H . Cela nous améne & considérer per la

suite un espace symplectique, c'est-a-dire, un espace vectoriel réel H muni
d'une forme symplectique o. Cet espace sera noté (H,o). Dans certains cas nous

serons amenés & considérer des structures préhilbertiennes o-permises sur

(ll.n'\. e afvuolnrve prdhilibortlonne  aupeimipe sal dlnhide pat un wpdea heid

lindaire J de H vérifiant t J° ==1 , o{Jy,d9) = o(¥,p) et -o(Iy,¥) 30O

sosfeee



i
pour tout V¥, ¢ € H« Alors en posant iy =Jdy o 1 est le {
nombre imaginaire pur et s(y,9) = =o(J¥,¢) pour tout V,o € H','?{‘aeviené
un espace vectoriel complexe et h = s + i0 une forme hermitienne non dégsénérée
de H. (H,h) est donc un espace préhilbertien et I%Lartie imaginaire de h

est préoisém;;; o , Justifiant ainsi la terminologie.
Le but prinecipal de cet arficle est de construire une C‘-algé-
bre associée A un espace symplectique (H,o) (nous 1'appellerons "C*-algébre
des relations de commutation" et la noterons E(ﬁ:;§ ) » telle qu'il y ait une
bijection entre 1l'ensemble des systémes de Weyl de (H,o0) et certaines repré-
sentations de B (H,0).
Le deuxiéme chapitre est consacré a la constru¢tion de 'Efﬁjsﬁ';

le troisiéme sera consacré aux principales propriétés de cette C*-algébre.
Nous étudions dens le quatriéme chapitre certains automorphismes
de a(H,o0) ayant un intérét physique. Une étude analogue a déja été faite dans

(2] . Nous en avons repris jes démonstrations, plus simples dans le cadre pré-

sent.



1 -

2 - DEFINITION DE 4(H,o)

2.1 Préliminaires.

Soit (H,o) un espace symplectique. Un sous espace vectoriel
E de H est dit régulier si o restreimtea E x E est re‘guliém. Soit 4
l'ensemble de tous les sous espaces vectoriels réguliers de H , de dimension

fi_nie.

2315 d est un systéme filtrant (i.e. pour tout E,,E € d,il existe

2

2 Eed

Cette proposition sera établie quand nous aurons prouvé
que pour tout sous espace vectoriel de dimension finie E de H , il existe

un élément F de 4 tel que ECF.

Soit E un sous espace vectoriel de dimension finie de
H et e, un élément de E . Puisque o est réguliere, il existe f, € H
tel que 0‘(01,f1) =1 ; on prendra f1 dans E 81 possible . Notons

E‘i le sous espace vectoriel de H engendré par le couple (31 ,f1) et -

E', le sous espace orthogonal & E1(i.e. l'ensemble des x € H tels que

1

c(x,e1) = cr(x,f1) =0 )o Il est clair que E1 et E', sont réguliers et

1

nEeE'1ﬂE:si x € E alors

que H = E, ® E'1. Montrons que E =E,

e, . ] .
X=X +X ou x, € E1 et x, € E 40 {1 reate a démontrer que x, € E

et x, €E +8i f ¢ E,alors x, =ae +Bf, ou a=o{x1,f1)et

B = 0(91,x1) ce qui implique x, €E et x,=x-x, € E. 51 f, R =

alors 0'(x,e1) =0 et comme a(x2,91) = 0 nous en déduisons que o(x1.e1 )= 0

done x, =ae €E ou a=cr(x1,i‘1) et x2=x-x1eE.SiE'1nE;£?-{0]

E, €  tel que E1 UE, c EB) et absorbant (i.eoc H= U E) de H.
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neus reccmmencerons cetite construction en prenant E'1 au lieu de H et
E; NE au lieu de E . Comme I c¢st de dimerncion finie, en répétant cette
construction un nombre fini de fois nous obtiendrons un élément F de 4

(engendré par 91,1'1 ’62’f2’ voe en,i‘n) tel que ECF.

2.2. Définition de A(H,o)

Notons A(H,o) 1'ensemble des fonctions qui appliquent
H dans € et qui s'ann;ulent sur tous les éléments de H sauf sur un

nombre fini d'_entre euxs

2:2415 A(H,o) muni des Lis, de l'involution et de la norme suivantes 3
(a+0)(¥)i= a(¥)+b(¥)
(ava)(¥) = ao a(¥)
(ad)(¥) = 2 a(eb(¥-0)e ¥ (PVa 5 a(yog)i(e)e o(®¥)
oeH : 9€H

a*(v) = a(~y)

||a”1= z |a(9)|, Ve, bea(H,o), ¥ ¥eH , V aeC,
peH

est une algébre normée involutive.
Les esommes qui interviennent dans les égalités ci-dessus ont
un sens car un nombre fini seulement de termes sont non nuls. La proposition

est facile & établir ; montrons seulement que (a.’b)' = b‘.a' et que

llawvll, = Hlall, ool s

(a:0)"(¥) = @) (=) = 27a(5) B(=¥=) o~iole¥), 5 JGju(ev)eiolerV)
™

- (1,*..‘)(*) ol “--b”1 w 5 | & ale) b{v=p) '-in(.,.,ﬂ | «
veH ¢eH



: 2 a(e) Po(y=o)| & llall, oIl
yeH o€H

Notons . - 6* 1'élément de A(H,0) qui vérifie 3 6*(¢) =0
si VA0 et 6*(*)=1.

202420 ( 6*0 5¢= a-io-(*’¢)8¢+¢ I 60 est 1'élément neutre de A(H,U' ) H
(6*)' = 6_* = (6#)-1 . De plus 1l'ensemble & = IB*H €H| est

une base de A(H,o).

Pour démontrer la premisre partie de la proposition il suf-

£it d'utiliser les définitions. & est un systime libre car & a6, = 0
ju * Vg

g Inil = 0@11-1 0, i=1, «esy n s O est un sys-
i=1

s I 2wt lly w

i=1 i *i 1 :
téme générateur A cause de la définition méme de A(H,0).
2.2.3a E A(H,0) est simple

Montrons que toute représentation =% non dégénérée de
A(H,o) est fiddle. A cause de ([3],2.2.7) nous pouvons supposer que =
admet un vecteur totalisateur *o' I1 est clair que 'x(&o) est 1'identité
puisque =( 60'.)it(é)¢ro = 'n(a)q;o pour tout & €-A(H,o).Nous allons démontrer par
récurrence que =(5) = I‘n(&w)] ¥ € Hl est un systéme libre. Pour tout

yeH, 'n(%) £ 0 car ﬁ(é_w)”:n(%)_‘l . Supposons que tous les sous-

n+1
systémes de =(8) de n éléments soient libres et que I ai% = 0 .
E 1= i
Cette derniére égalité dmplique 7( 60) = 521 bi&‘Pi ou g, = ﬂfi -¢n+‘l et
iU(W :@-)

b, = -a.e 17T pigd, pour tout ¥ € H , ﬂ(bq‘)n(éo)x(ﬁ_q‘) = x(&o) 5

n n -2i0(¥,9;)
c'est-a-dire 2 b.w(86 )= I b, e 7(& ) .« L'hypothése de

i x P i = € P

1= 1 i=1 i

‘210(¢:¢i)

récurrence implique . g e =1 pour tout ¥ € H , done

(P1=-ou=(pn=0 et '4f1=...:ly
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La complétée A1(H,oﬂ de A(Hyo)est une algébre de Banach

involutive. Elle est formée de toutes les fonctions a qui appliquent H dans

€ et en vérifiant *E Hla(t)l <+ e (cette derniére condition implique
< €

évidemment que & s'annule sur tous les éléments de H sauf sur un sous-

ensemble au plus dénombrable d'antre eux).

)
242 s 2 A1(H,a? ; H1(H,¢).

Rappelons que M1(H:U) a été défini dans [1] . Il n'y a pas
d'inclusion au sens ensembliste, mais nous allons construire un monomorphisme
isométrique de A1(H,cﬂ dans M1(H,00 . Considérons 1'homomorphisme défini
par T 3 54‘ € A(H,o) ___.,5‘# €M, (K,o) + C'est cette confusion de notation

que nous Jjustifions. Montrons que T est isométrique. Pour tout

n
z ‘16# ¢ M1(H,c), s0it E un élément de J (ensemble des sous espaces
=1 T Vg | :

wectoriels de dimension finieet réguliers de H ) contenant I*1"""*n1'

n n
Nous savons que || & lia*i”‘l = sup | 2 uif(iri)l € L |¢i|. Montrons que

i=1 fe ew(m) i=1 i=1
ligll_=1

cette Borne est atteinte.
ieJ

Posons aj = la5| e pour tout J = 1,.e., n. Considérons une structure

préhilbertienne o=-permise quelcongue sur E (elles induisent toutes la
méme topologie puisque dim E < + «). E étant maintenant un espace veotoriel
topologique séparé nous pouvons construire des voisinages VJ des *j

- disjoints deux & deux. Soit gJ la fonction continue & valeurs réelles qui

eat égale & 6, sur #5 et nulle en dehors de VJ 3 alors fJ= e J est

J =16
une fonction continue telle que ”fj”“f1 ’ fj(¢j) =e Yoot fj(¢) =1

si ¥ ;;vj. Donc f = fk,f2

et (2 «8, )(f) =% la,l. T est dono bien isométiique. Il s'étend &
11 1V 3= +

A1(H,0ﬁ en un monomorphisme isométriques

veesf est la fonction de & (B) telle que [If =1
n L] @
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2.3« Définition de AiH,O‘S.

Soit R(H,o) l'ensemble des représentations non dégénéréeés
x de A(H,0) vérifiant ¢ A e R — ““M) est faiblement ( ou fortement)

continue quel que soit ¥ € H.

23610 Pour tout a € A(H,0), le noabre
llall = sup lIx(a)ll
ne
est fini. L'application a = [la|| est une norme sur 4(H,o)
véritiant ¢ [labll £ llall. bl , lla®ll=llall et [la*all=llal® quels que

soient a, b € A(H,0)

Nous avons déja vu dans 2.2.3. que pour toute représentation

% non dégénérée de A(H,o) et pour tout ¥ € H, 7:(6 ) est unitaire ; par
n

oonséquent Ix(8 ) =1 « Ceci implique , lpour tout I ai ¥ e A(H,0) ,
i=1
|l (}: aiﬁ* l £ 2 Ia |= H I: ai v Il < +w . L'application a — “a” est une

i i=1

norme sur A(H,o) (2.2.3). Comme pour tout = € R(H,o), nous avons

-

lIx(a®)ll = lIx(a)ll et |lx(a*a)|l = II'):(&.)II2 nous en déduisons ¢ | [la”|| = |lall
et |la%al| = ”a”z. De plus, quel qeo soit =% € &(i ,o),llx(a.d)ll & lix(a)ll.llx(o)l
& llalllioll 3 aonc [lasbll £ llalle]folle

I1 est cleir que 1'algébre A(H,o) complétée de A(H,o)
pour la norme définie dans 2.3.1. est une C*-algdbre. Elle est appelée :
"C*-algibre des relations de commutation". La raison en apparaitra au para-
graphe suivant.

Si % € R(H,0), |[x(a)llzlla]l quelque soit a € A(H,o). Par
conséquent il existe une représentation unique =x' de m telle que
x'lA(H,o‘) = X, Pour cela dans tout ce qui va suivre nous suppdserons que les

éléments de R(H,o) sont définis sur 4&(H,o).
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3 = PROPRIETES DE A(H,0)

341« Roprésentations des relations de commutation.

Soit W(H,0) 1l'ensemble des systémes de Weyl de (H,o).

3¢1e1e ( Pour tout = e R(H,o) , 1'application W définie par W(¥) = x(%)

pour tout ¥ € H, est un &lément de W(H,o).

Cette proposition se déduit immédiatement des définitions de

®(H,0) et W(H,o). Réciproquement nous avons

341:2s | Quel quesoit W € #(H,o0), il existe un et un seul élément %

de A(H,0) qui vérifie : =(6 ‘y) = W(¥) pour tout ¥ € He

Unicité : s'il existe = € R(H, o') vérifiant 1:(6*) = W(y)
n

alors, pour tout I aia* ¢ A(H,o) , 1:(8 a 6* ) = I: a W(ii) ce qui implique
i=1 i i=1 i i=

l'unicité de =.

Existence : pour tout 2 a,d, € A(Hy0) (ou ¥ # #J sii#£3),

vy
l'application & définie par 'x(z a ) =Za W(lk ) est un élément de
4 1 \F i
i=1 i i=1
R(H,0). En effet, 1'égalité ci-dessus définit bien =% car les 5\k sont liné=

airement indépendants. Les propriétés =x(a+b) = =x(a)+ n(b) et =x(a.db) =
%x(a) «x(D) _pour tout a,b € A(H,0) se deduinent de la définition de = ,
valable lméme si les 4! » i ¢ [1 2,..,nl, ne sont pas tous différents
1:(:6*,1- BG*) = 1:((¢+B)6‘,r) = (a+B)W(y) = aW(y) + pW(y) , pour tout «,B € ¢
et ¥ ¢ H . La propriété =(aa) = ax(a) pour tout « € ¢ et a € &(H,0) est
\

évidente.’ Enfin ', =(a)*= =(a®) quelique soit a € A(H,0) car wy)* = W(=¥);

en effet, par définition méue de W(H,o), W(¥) W(=§) = W(=y) W(¥) = w(0)
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qui est 1l'identits, puisque dans le groupe unitaire W(0) W(0) = w(0).

Ces deux dernieres propositions réalisent une bijection entre
R(H,0) et W(H,o) qui & = ¢ R(H,0) fait correspondre W _ € W(H,0) définie

par Wx(i) = 1(61{). On voit aisément que

Bl t Pour tout = € R(H,0), & est cyclique (resp. irréductible)
si et seulement si W-x est cyclidua (resp. irréductible).
Au lieu des sysFémes de Weyl de (H,o) nous sammes
donc ramenés & étudier les reprééeﬁta_i;iona = deI(H,_O')_ telles que‘

AeR - x(ékv) soit continue pour tout ¥ € H (i.e. x € R(H,0)).

32+ Formes positives de A(H,0) .

Soit & » l'ensemble de toutes les fonctions f appli=-

quant H dans € et vérifiant I 'ék& e J S / )20 pour tout
K 4=1 &9 i

aket,#keﬁ,ke[1,2,...nl et neN,

3.2¢1e ( Pour tout f € ‘3:', il existe une forme positive continue unique

ws, telle que wf(él}r) = £(¥) pour tout ¥ € H.

Unicité : 8'il existe une forme positive w, de A(H,o) telle

n n n
que w,(8,) = £(¥) alors, pour tout I a,8, € &(H,0), w (£ a,6, ) = & a. 2y,
e quit ¥ 1=t 1 ¥y o= b At
implique 1l'unicité de Wae

. n -
Existence : pour tout £ a,8, € A(H,0) o ¥, # ¥..8i § # 1],
iy e
(z a,b

i=1
1'application w, (qui applique A(H,o0) dans € ) définie par w, v ) =
n i=1 i

i 131 f(#i) est une forme positive continue. En effet, 1'égalité ci-dessus
=
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définit bien w, car les ©§ & sont linéairement indépendants. La proprié-
té wf(a-i-b) = w, (a)-a-w (b) pour tout a,b e A(H,cr) résulte de la définition

de wf

tous distinots ¢ wo(ad +65 ) = w.((a+p) llr) = (a+B)f(¥)= af (¥)+BE(V) .

valable méme i les V, » 1 {1,250ee 0} , ne sont pas

La propriété @, w.(0a) = a W, (a) est ev1dente. w. est une forme positive
n = :|-°-(.Vk.’llr )

puisque w(( 236)(2 a5 ))—w(}] a.a.e ‘l‘:' )

i=1 1 i=1 1 s 1=4 J J Y

n icr(\k

)
%{ae

-3 £(¥5mh Jet puisgie £ €% (3, 24122, (3) et (4))
J-

mpllquent _ m = f(=}) et [£(¥)]  £(0) pour tout ¥ € H . Cette

k’ ‘#j

dernjére inégalité prouve la continuité de wp car

o 2 o8, ) <2 lagl.le(y) |5 20l & ags, -

Pour tout £ e{s\" soit Ra la représentation associée &

w, par la construction de Guelfand = Naimark ([3], 2elele)s

Ay
3.2.2% ( Soit f un élément de ¥ ; pour que T, € R(H,0) il faut et il
suffit que 1'application A €R = f(M+¢) soit continue quels que

soient V,p € H . Alors, Wo peut -étre étendue en une forme

positive de A(H,o)

51 7‘f € ﬂ(HsO') , alors l'application A €R — ei?sﬁ(l[!,cp)

~ ~
(aolﬂfca?\\#) 6(9 = f(Mj+9) est continue pour tout ¢, ¥ € H (rappelons que

2 est 1'image canonique de a € A(H,0) dans l'espace de représentation

H_ de 'th). Réciproquement supposons que 1'application A €R — f(Ay+¢) soit

e
g A
continue pour tout V, (p € H. Quel quesoit p € H nous savons qu'il
existe un élément a =, z: a8 ¢ A(H,0) tel que “ B a 6%’ -ulle £ .
i=1 llf:1. i=1 1 b
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Done Hﬂf(éw)p-pll 22 || ug |l + ”th (5-‘\11,) a-a)| é% + Z{wf(a*a)-
no_ do(av,)

ﬂew(a*ﬁ,a)]=£—2{8 aa.e f( -y ) =% aa.e kd
T AV 2 ket %3 ) j kE k,,j=1k J
Aoy, 4V, ¥) :
e f‘(?ulm[rj-llrk} qui peut-8tre majoré par = - € en choi=-

v
sissant A suffisamment petit, d'aprés 1l'hypothése. La derniére partie

~
de la proposition résulte du fait que wf(a) = (gdl“f(a') 60) pour tout
a € A(H,0) et de 2.2,

Notons ..[k'_;

1'ensemble des éléments £ € P tels que
Ns €8

Je2:30

Pour toute structure préhilbertienne o¢=permise de (H,O’), pour

choisie) B de H et pour tout f ECJT » l'application

AeR » = (6 1?\.'B ) (resp. 11! ceH-» = (6 )) est f‘alblement

(ou fortement) contlnue quelque so:Lt I{r € H s:. et seulement si

‘1'application A e R - f(e '4!+<p) (resp.f) est continue pour tout
9,V € H.

La démonstration de cette proposition est tout-a-fait

’ tout opérateur hermitien (pour la structure préhilbertienne

A

analogue a celle de 3.2.2.

Notons QTB (resp f}-” ) 1'ensemble des éléments f
de ﬂpl; tels que l'application A e€eR = f£(Ay+¢p) (resp. f) soit continue
quels qﬁeﬁa‘oient V,o € H . Evidemment ‘EF‘C {F;‘ c EFO c &', Les représenta=
tions associées aux éléments de C-.}-"o, sont toutes les représentations cycli=
ques des relations de commutation.

Considérons une structure préhilbertienne o’-perm;i.se parti=

culiére de GH,O‘) et soit s 1la partie réelle du produit scalaire correspon-
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e % 3(“’: ‘”

dant. Soit f_ 1la fonction définie par fs(w) = e pour tout

VeH. I1 est démontré dans [1] que £ e &', La représentation o
| : s

(notée aussi ﬂs) est appelée " représentation de Fock" (ou "représentation
de Schrodinger" si dim H <+ ). On sait que Ty est irrédutible, ou, ce qui

est équivalent, W
]

Supposons que dim H < +e « J« von Neumann a démontré

(notée aussi ws) est un état pur.

|
i que toutes les représentations = € R(H,o0) sont des sommes
directes de représentations unitairement équivalentes a o 1.Ceci implique :
.. pour tout x € H et tout = ¢ R(H,0), ”ﬂ(x)”=”ﬂ3(1)”=”X“L et ' toutes
les représentations de Schrddinger sont unitairement équivalentes. “

Dans le cas ou la dimension de H est infinie nous pouvons

avoir des représentations de Fock non unitairement équivalentes.
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3.3. A(H,0) est limite inductive de C'-algébres.

Le systéeme 4 étant absorbant il est évident que

A(H,o) = U A(E,0).
Eed

33430 E Pour tout E € 4 , A(E,0) € A(H,0).

Comme A(E,o0) € A(H,0), pour établir la proposition il
suffit de prouver que la norme de 'Efﬁjéﬁ' (notée ||af|) restreinte & A(E,o)
est la m&me que celle de -2(5:53 (notle Ha”E). Pour tout = € R(H,0), il est
clair que = = x| A(B,0) € R(E,0). Or, d'aprés 3.2., pour tout a ¢ A(E,o),
lIx(a)ll = Iy (a)ll=llally ce qui prouve; o llall = sup lIn(a)ll=lall;«

% € R(H,o

De 3.3.1. il résulte que si E et F sont deux éléments

de 4 tels que ECF , alors A(E,cﬂ = A(F,oﬂ. En outre , pour tout

% € R(H,0) ettout a € A(H,0) , |lall= |[x(a)||.Cette derniére conséquence nous

montre que A(H,0) C M1(H,oﬁ (2.2.h o6 [1] ).

Sedels ( A(H,oﬁ est la limite inductive de l'ensemble de C*-algébres

{a(B,0)] Ec g 1.

La notion de 11m1te inductive & &b6 GPints Sans [(5]. Pour

établir cette proposition, il suffit de remarquer que

A(H,0) = U A(E,0) © U A&(E,0) € A(Hy,o) (3.3.1. et 2.1.1)cequi prouve
Bed Eed

que A(H,0) est la complétion de U  A(E,o0).
] Eed

Je343. i A(H,o) n'est pas séparable.
Soit: n une représentation de Fock particuliére de

A(H,0) . Pour tout ¥ € H et non nul,ls =8 H -Hx (6 6 )H2 =
w (a'(8,-6_,) (8,5, )2) 78(¥, L

sup > 2 sup {1-Re e21°{¢:¢)
acA(H,o) ms(a a) “geH
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Donc 1l'ensemble des boules ouvertes de centre 61!( et de rayon -{22 quand
¥ parcourt H , forme un ensemble non dénombrable d'ouverts de m
deux a deux disjoints. Ceci prouve que E(E,—O'T n'est pas séparable.
3e3eke (Pour toute structure préhilbertienne o=permise et pour toute repré=~
sentation = de O(H,0) telle que ¥ w——> n(aw) soit faiblement
continue, nous avons :
s W)" = = (A(E,o‘))." oi H estla complétée de H .
Si VeHn=H , 'Jt(ﬁv) peut &tre approché (pour la topologie
faible), d'aprés 1'hypothése, par des éléments de la forme ﬂ(&(P) « Par consé~

quent = (A(H,0)) est dense dans = (4(H,0)) , ce qui établit la proposition.

3.;. Décomposition de A(H,0) en produit tensoriel.

e
Soit & et 8 deux C =-algébres, & x 8 leur produit
tensoriel algébrique (&x 8 est donc une algébre involutive), =, et )
deux représentations fidéles de €L et B respectivement. Pour tout
n n n
L a, xDb, e & x 8 , posons HE a, x bi“ - Hz 1:1(ai) X ﬂz(bi)” .
i=1 i=1 i=1
Il est clair que l'application « € €0 x B == |la|| @5t une norme et que
. ”, b * -
1'algébre C€ © 8 complétée de ¥ x 8 pour cette norme, est une C ~algebre.
T. Turumaru (T8hoku Math. Journs, L , 242 (1953)) et A. Wulfsohn (Bull. Sci.
Math., 87 , 13 (1963)) ont montré que cette norme est indépendante du choix

de ‘Jl:1 et 71:2.

Deux sous espaces vectoriels réguliers E et F de H seront
dits orthogonaux, si pour tout ¥ € E et tout ¢ € F, o(¥,9) =0 .

Ceci implique évidemment ; ENF = {01l. Remarquons en outre que E @ F

est régulier.
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Sebbo? ( S1 E et F sont deux sous espaces vectoriels réguliers et ortho-

gonaux de H , alors A(Ep F,0) = 04(E,0) @ A(F,0) .

Tout d'abord, il est évident que l'application

n n
: I a, o € ME@F,0) = L a. 6, xb €
L S A b L T R T

A(E,0) x A(F,0) ,
est un isomorphisme algébrique. Il suffit donc de démontrer que ¥y est une
isométrie puisque A(E @ F,0) et A(E,0) x A(F,0) sont denses respecti=-

[ e —

veme;nt Etiems A(E @ F,O') et A(E,0) ® A(F,o‘) « Pour pouvoir calculer les

normes des éléments des deux algébres, nous allons construire des représen=—
tations de Fock particuliéres de A(E ® Fyo), de A(E,0) et de A(F,0) .
Soit Iy (resp. J2) un opérateur définissant une structure préhilbertienne
o - permise de E (resp. F) . L'opérateur J = J1 @ J2 (v @ 9) = J11# @ J2q>
pour tout Y@ ¢ € E@ F) , définit une structure préhilbertienne o - per-
mise de :E @F ; si s est la partie réelle du produit scalaire, elle est
telle q‘ne 3y €e E et gce F implique s(t{r,cp) = 0 . Posons 8, = s[E et

s, = .;s[F ; pour tout Y@ ¢ et ' @ ¢'¢e E®QF , nous avons
s (Ve 9, v @) =5(1y") + s,(ep)

Soit g (resp.vts )’ Ty ) la représentation de Fock d¢ E@F (resp. E,F)
1 2

et H_ (resp. H. , H_ ) l'espace de représentation de ®=_ (resp.x ,x_ ) )
8. 3_1 s2 o 84" 35

les éléments de Hs images canoniques des éléments de

A(E @ F,0) (resp. 4(E,0) , (8(F,0)) (voir la construction de Guelfand =
Naimark ([3] , 2.4.4)) seront notés

n g n A, n Ay
g A B {oong, - 57 oo 58w, )0

gt 2 Vitey i=1
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Nous allons prouver que HB est isomorphe & Hs ® Hs ; il suffit pour

cela de montrer que l'application

% e n PRLTU 5
121 E! %i@ o 7, :‘.21 E 6“'1 e B‘Pi b T
est une isométrie. En effet :
P ke, TO n
| ii1 a; 8, 4, | =i,§=1 a, 8y Wy (6‘# o S%WJ) =

noo_ o do(i,vg) e-%s(wi-wj,wi—wj)

Z A B.e

i, .
io{9;,9,) 3r z 5(0;=0559;705)
n
z al a, o (611, 6 )w (6 j
i, 5= o i .] 82 % J
A A A A
n
I & a (64;1 ® %2 | 6¢1 ® G‘PZ) -
»3=1 : - i J J

E N Az
| =z a & ®5
=1 g [

2
.

Le caractare iaométrique de Y se déduit immédiatement de

NG

(RN W)(z 5 8 o) |
n m /\
H e =% ab

st gt L3 ¢"+4‘1+¢PJ+(P1 Il =

—
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n m ’//\\ 1 ///\\~2

PRI W
I it 3t e Vitvg ” oi+o; Il =
n m AN \2
b 8 b, & ) 5 )6
; g gt b9 7T"°’1( ‘“i) Y3 8.“32( ‘Pi) vyl
% Y s i
2 a. x (6 J)ox (& )] Y. 5..03% |
Gt X BN TR T T o W

Un sous ensemble i(ei,fi) I iel ] de HxH est dit
symplectique si U\ei,fi) =1 pour tout ie I et c(ei,ej) - o(fi,fj) = c{ei,fj}I
si 1 # j « Si de plus l'ensemble U iei,fi} est une base de H nous

iel
dirons que c'est une base symplectique.

3elie2s (Si H admet une base symplectique [(ei,fi) l ie I} , O(H,0) se
décompose en un produit infini de C*-algébres.

La notion de produit infini de C*-algdbres a été défini dans [5] « Notons

5

) l'espace vectoriel engendré par {ei ’fi y weess Zons 3
P Herrpd P P

! B
i (i1 ,lz,iou,i
éVidemment E - . = = E. @ E. @ cee @ E. .
(11 ’12,l..,lp) 11 12 lp

Soit 4? le sous ensemble de ¢ formé par les sous espaces vectoriels
i o . 2 .
E(i1:i2:‘°'ip) de H, (11’12’°'°’1p) parcourant l'ensemble des parties
finies de I « Puisque U {ei,fi} est une base, il est évident que d!' est
iel
un systéme filtrant, absorbant de H . Par une.démonstration analogue & celle

de 3+43.2 ,on montre aisément que A(H,o) est limite inductive des C*-algé-

bres {A(E,0) | E € 41}, La proposition se déduit immédiatement de 1'égalité

o) =' A(Ei sG] B ss0 © A(Ei 50) (3elet et [5]) J'.

L :
A( (11’12,...,113)’ 1 b
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l ~ AUTOMORPHISMES ET ANTIAUTOMORPHISMES DE A(H,o)

L.4. Etude de S(H,o) :

Nous appellerons opérateur symplectique de (H,o) , un opé-

rateur linéaire surjectif T de H vérifiant :

(1) o(Ty,T¢) = o(¥,9) pour tout ¥ , ¢ € H .

[ i
Notons ‘S(H,oﬂ s l'ensemble des opérateurs symplectiques de (H,o).
I1 est évident que pour tout T e S(H,o) , T-1 e S(H,0) (grfce & (1)),. T
est injectif, donc inversible). Comme de plus l'opérateur identité I est

symplectique, S(H,oﬁ est un groupe multiplicatif.

4elelse (Pour tout T € S(H,o) , l'applicatien T :L6¢ — &T¢ peut s'é=

tendre en un automorphisme unique de A(H,o) .

Posons par définition

n
(& & 5 w3 u 8
iy R e foug % A
un

Cette application est/automorphisme isométrique de A(H,o) car 3

( 3 : )
-, Z a & 8 b,86 =
T e Ny

n m ‘i°(¢-:¢-)
wﬁ( I I a b.e > SW B
i §=A J i*t?;

) =

n m . -id(Twi,T¢j) .
bHREER ISR NS T - =
+ qui#‘,tp 5
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n m
Ioag by <3 D8, _T(Eaé).CEbS
i1 oL SRR 5 ¥ o )
(1 ) = 2 3 (2 ))
-, Rea. O = ¥ a.90 — T 5 a, & .
g oW e L
-1 g
=T = Tp_q (eva.dent) .
| = z )| I : Il
-2 a, 8 )| = I a, b =
i W7 14 * THY
£ o= Il 2 I
b a. = 5 3.6 .
il - > 3=1 ¥ 4

de
Pour montrer que =, est isométrique pour la normeW A(H,o) il suffit de re=

i
marquer que si mwe R , . o'rT € R « En effet : pour tout
o ]
I a, b € A(H
oy 1 Vi ek
ey € 2 ) = l(x 0 y)( 2 =1z I
T I a, & = |(%o% 2 a, § =2 a, &
T 4t 2 1% Yy i=d + ¥

(voir démonstration de 3.3.1) . T, s'étend donc en un automorphisme unique

de A(H,0) que nous continuons & noter Tp
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Soit a(A(H,cﬁ) le groupe des automorphismes de A(H,o)
Le1e2. (L'application % : T € S(H,0) ve—eesr Tp € «(A(H,0)) est un mono-
morphisme.

Si T#T!, il existe y € H tel que Ty # T'y oe qui implique

w(8,) = bpy # 7pa(8,) = 8y

tad n
e T # Pt . De plus, pour tout a= I a; 5¢ e A(H,o)
i=1 i
et pour tout T , T' € S(H,o) ,
n
i=1 i
n
Z a, GTT'w. = 1TT,(a) et TI(a) = a .
1= i

S(H,o) sera done considéré comme un sous-groupe multiplicatif de a(A(H,cﬂ) .
Remarquons que pour toute structure préhilbertienne o = permise définie par
J , le groupe SJ(H,oj des opérateurs unitaires est un sous-groupe de S(H,oﬁ.

Dans ([2] , 2.5) on peut voir un exemple de sous groupe de SJ(H,GO .

L.2 Etude de AS(H,o) @

Nous appellerons opérateur antisymplectique de (H,c? y un

opérateur linéaire surjectif T de H wvérifiant :

o(TY 5 To) = = o{¥,9) pour tout ¥ , ¢ € H

d

Notons AS(H,OD s l'ensemble des opérateurs antisymplectiques de (H,oﬂ .

I1 est évident que pour tout Te AS(H,o) , i AS(H,0) et que
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s(H,o) U AS(H,0) est un groupe.

Nous dirons que £ est un antiautomorphisme de A(H,O') si

/iz est une bijeotion de A(H,0) vérifiant :

Zoa + pp) = @« Z(a) + B ¥(b) , _ |

Z(asd) = (a) &(b)

et
ga)" = yla¥)
pour tout a,be AH,0) et x, B € C o
Notens I A - a(A(H,c’)) l'ensemble des antiautomorphismes de A(H,o‘) .

Le2¢1 (Pour tout T e AS(H,o) , l'application Tp 6‘# — Ty peut

s'étendre en un antiautomorphisme uhique de AzH,O'i .

n n
Posons par définition T (-2 ay 511‘-) = .E ay ST\#. et la démonstration
=1 & il -

de 4e2.1 se fait de fagon analogue & celle de 4e1o1 &

4.2.2 (L¥application

v : T € S(H,0) U AS(H,0) =owmees Tp € a(a(H,0)) U A = a(a(H,0))
est un monomorphisme.

Cette proposition se démentre de la m&me fagon que 4.1.2

Dans ([2],3.3.) on peut voir un exemple de sous ensemble de AS(H,o) .
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43 Groupe d’automorphismes associé & un opérateur hermitien de H

Ce paragraphe généralise légérement ([2],5) e DOLES 4 un
opérateur de H définissant une structure préhilbertienne o =~ permise,

s la partie réelle du produit scalaire et B un opérateur hermitien de H .

Nous savons que le sous: groupe IeltB ] t €RR}] du groupe des opérateurs uni-

taires Si(H,O') de H , induit un sous groupe {= 1B | t e’} ae a(a(H,o))
Chalh ' wt dute2) « :
Le3e1 (Soit.. B wun opérateur hermitien de H et £ un élément de C.S:'B
tel que f(eith;) = f(\p) pour tout ¢y € H et tout © e€IR_ e£ tel, q'ue |
NER - f(eithg-r ¢) soit continue pour tout ¥ ,¢ € H . Alors il exist

‘une représentation unique unitaire continue Uf de R , telle gque

P i

me (7 1(@)) = U(8) myla) V()" et u(t) @ = " 1p(e)

a étant 1'image canonique de a € A(H,o) , dans l'espace des repré-

sentation H . .
Tp

I1 est évident par définition que w, (% itB(a)) = mf(a) pour tout teR et
e ————————

tout a € A(H,0) « Cette propriété s' étend & A(H,0) puisque o et 7 itB
e

sont continus. Par conséquent la forme positive w, est invariante par le

£

groupe d'automorphismes {r itB l t eR}] . La proposition se démontre comme
e

([2]:5!‘1'1) .

, : 14C
Le théoréme de Stone ([8]) implique « Uf(t_) = e

iy

ou C ? est un opérateur hermitien de H‘JT. que nous appellerons "opérateur
- 4 ~
infinitésimal associée & B et & f". Il est clair que &, (vecteur "vide")

A
est vecteur propre de Gf a valeur propre O puisque lim'—u(itL-I— & =0 .
: ., = =
Netens A, l'opérateur de champs assoocié a ﬂf(i-e. “f(b“) = B:i.Af(er)) :
1 L [

f

.
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Comme pour({2],5.1.2) nous avons
lo3e2 E (Co 5 8.(W)]_ c -1 AL(BY) .

Remarquons que l'opérateur "nombre de particules" est l'opérateur infinité-

simal N, associé &1 eta f ([2] , 5.2) et que les opérateurs "impulsion-

énergie" sont les quatre opérateurs infinitésimaux E? (up=0,1,2 et 3) asso-

ciés respectivement aux opérateurs i et &4 £ quand H = K;

axt
(solutions de 1'équation de Klein = Gordon & énergie positive) est muni du

produit scalaire

h(y,9) = /\JIF(E)*@F(E) an (%)

([10] chapitres IV et V) ([2],54) «

L., Groupe des automorphismes de jauge de deuxiéme espéce de A(H,o)

Soit H' le dual algébrique H , c'est-a=-dire l'ensemble des

fonctions R = linéaires sur H & valeurs dans IR . Si ® est un élément de

R , le théoréme de Stone (voir [6])?1 implique ' “(5¢) e elA(¢) a

A(y) est hermitien. A qui est IR - lindaire, est appelé "opérateur de champ".
La transformation de jauge de deuxiéme espéce la plus générale de A , est de

la forme 3 A == Ax = A+ yx ou x € H' o Pour obtenir une telle trans-

formation pour tous les éléments de R , nous allons définir un élément de

a(A(H,0)) qui transformera 8‘# en gx(aw) = ei')((‘l’)aw s car

' ; i[ + :
'J\:(%‘(B‘#)) ='J‘-(elx(¢)5q’) A ei AW) 'X('Jf)] = eJ‘AX(ﬂI)
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ix(¥)
oo (Pour tout ¥ € H' , 1l'application éx : 5¢ — g BW peut
s'étendre en un automorphisme unique de A4(H,o0) .
Posons par définition
m n ix(v.)
g, { ' w, 5¢ ) = 2 a.e ¥ 5¢ .
=t ¥ =1 ¢ j

Cette application est un automorphisme isométrique de A(H,o) car :

n m n m ~io(¥.9, )
4 % a8 . 2 b8 )=5(% 5 abe 'k 5, it
=YY ket e X e g Y 3%
n o ~io(V.,0.) ix(¥.+e )
s I 5 a,bke J'(Pk o J 'k ¥+
j=1 k=t Y i %
n ix(v.) m ix(e,)
O I AL L TR b e 8
L i k=t %
- 3idch S i)
] Zvard . R -
% jug- 9 ¥y X o=t K

: n -
J e
A n st
g g 9 o e S B

- ;x SR s (évident) .
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n n ix(v.)
Al 8y b = E oy VL

2 la) = Iz u |
R a = a6 .
- ot id Ty

On montre comme dans 4.1.1 que zx peut &tre étendu en un automorphisme unique

de A(H,o) gue nous continuerons a4 noter 4x .

bolpo2 %L'application Z: X €H mmes g € a(a(H,0)) est un monomor=

(phisme.
ix(v) ix*(¥)
Supposons que ;x = ;X' « Alors, pour tout Y€ H e 6¢ = @ 6¢
K ix(v) ix*(v)
ce qui implique | e = e pour tout ¥ € H . ([2] , §.1.1)

montre enfin que X = %', De plus, il est évident que §x+x' = ;x . éx, et

que Li. = J .
o

H' peut &tre considéré comme un sous-groupe abélien de a(A(H)o)) .

Re marquons que si % est défini par x¢(¢) z =20(¢,V¥) pour

tout ¥ € H, alors si a € A(H,o) ,

0]

Z-‘X‘(p(a) 1 G(P. ks 6'—

oar
~2io (g, V) ;

Vo ¥ 8
{x est donc un automorphisme interns. Ces automorphismes sont trés importants

% _
car ils sont implémentables pour toutes les représentations de A(H,o) (i.ee

pour toute représentation, m® de A(H,o) 5 il existe un opérateur unitaire U
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de l'espace de représentation tel que 'Jt(zgx (a)) =u = (a) U--I pour tout
: 4

a € A(H}‘T) ) .

*®
Lo (Pour toute structure prénilbertienne o - permise et pour tout ¥ € H
3
(i étant 1'ensemble des éléments continus de H!) , éX est implé~

mentable pour toutes les représentations = telles que ¥ - 7 (&)

4

soit fortement (ou faiblement) continu .
Montrons tout d'abord que = peut &tre étendu en.une repf‘ésentation *' de
A(ﬁ,c’) (I:f étant 1l'espace de Hilbert complété de H) telle que V¥ € H ~—= 1{'(6*')-
soit fortement (ou faiblement) continu. Soit & l'espace de représentation de
% o Pour tout & € H, 1l'application y € H o= 7\:(%) £ est uniformément
continue par hypothése.
D'aprés ([7] , 3415.6) , elle peut-8tre étendue & H o Pour tout ¥ € H. et

E €&, notons\ ﬂ'(&w)ﬁ le vecteur lim 71:(6(9)6, .

\ ¢y
' (8 ‘#) est donc un opérateur unitaire de # . =' peut 8tre considéré comme

une application linéaire sur A(H,0) en posant,

n n

i (121 g 6“‘1) o K'(b‘l‘i)

pour tout
n
e i§1 a, Bwi e a(H,0) &
=} aﬁf une représentation car pour tout V¥ , ¢ € H ’

x? (% 5<P) = = (6]#) nt (6(9)

et '

xt (8)° = = (5)

————— —— a— Y Sp——



1 =27~

En effet, pour tout € >0 et Ee & ,

I m' (8, 6¢) £ - ﬂ'(év) w'(a¢>au £

—io‘(li!,cp) _io-(wl’(pl)

“ e 7"(6\%@)5 = “(6¢|+¢t)gn +

Il n(6¢.)a = =18 JE I+ Il =(8,1) n! (8,08 = ='(6,) =(8 )€ |

od ¥ et o € H .

D'aprés l'hypothése Vy' et ¢' peuvent &tre choisis tels que
Iw(s, 8 )8 - () mt(s )Ell €« ¢ .
Comme & et € sont arbitraires nous avons
ﬂ'(ﬁw 6¢) = x'(&w) n'(&@) .
Cette égalité implique
‘Jt'(ﬁqf)-dl = 'Jt'(f)_q,{)
donce
*
7"(6‘3) = n'(s_w)

puisque ﬂ'(5¢) est unitaire.

3+1+2 nous indique que ' ®' admet une extension unique =" & a(ﬁ,c) .
*
Supposons maintenant que % € H . D'aprés le théoréme de Riesz

(voir ([7] ’ 6-3.2)) il existe un vecteur V e H tel que x(¢) = -2d(¢,¢)
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pour tout ¢ €H . Donec d'aprés ce que nous avons vu plus haut,

c';X(a) = 51# . 8 .5_¢

pour tout a € A(E,G) « La démonstration s'achéve en remarquant que si

a € A(H,o) , alors gt(%((a)) = n'(é-u) 'tr.(a) 1:'(6-\.1)* .

La réciproque dé L.4.3 est

Lok (Pour toute structure préhilvertienne o = permise et pour tout x € H'
: vérifiiant : &x est implémentable pour une représentation = telle
que Y — ﬂ(ﬁw) soit fortement (ou faiblement) continug alors
*
< .

iX( \3') *
Par hypothése e ﬂ(8¢) = U n(§¢)u oi U est un opérateur unitaire de

l'espace de représentation # . Si E e # et || =1 alors ,
ix(¥)
e = (U7 x(s)El x(s,)u"E)

:fonction;continue en ¥ par hypothése . ([2], 6.1.2) dimplique x ¢ H' .

/

IO ————
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ETATS QUASI-LIBRES DES FERMIONS

I e L L

1. INTRODUCTION

La notion d' "état quasi-libre" de l'algebre de Clifford
a été définie par R. T. Powers [i]. L'étude des états quasi-libres
invariants de translation a été commencée par E. Balslev et
A. Verbeure [2]. Ici nous poursuivons cette étude en utilisant
une méthode plus puissante qui permet d'obtenir des résultats plus

complets.

Dans le deuxi®dme chapitre nous donnens quelques résultats
concernant les structures complexes des espaces de Hilbert réels
ainsi que ls définition et les principales propriétés de la
c™-algdbre des relations d'anticommutation.

L'étude détaillée des étais quasi-libres fait l'objet

du troisidme chapitre.
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2+ PRELININAIRES  MATHEMATIQUES

2.l. Structures complexes de l'espace monoparticulaire

Soit H un espace de Hilbert réel, muni du produit sca-
laire s. Cet espace est noté (H,s) et appelé "espace monoparticu=-
laire".

Une structure hilbertienne s-permise de H sera définie
par la donnée d'un opérateur orthogonal J de H (i.e. s(J¥,J¥)=
8(Y,¥) pour tout ¥ et YeH), vérifiant :

== 1,
Si nous posons 3
(L +1BIYVou¥4+pI Y
(YY) = sly,¥) + 1s(Jv,¥), o et BeR, ¢ et el
alors, (H,h) est un espace de Hilbert complexe. La forme bilinédaire
o définie par @
o ¥,f) = s(I%,4)
est une forme symplectique (voir 1'introduction de la premidre partie).
2.1.1. ( Pour qu'un espace de Hilbert réel (H,s) admette une structure
E complexe s-permise, il faut et il suffit, que la dimension
E de H soit paire ou infinie.
Si H est de dimension impaire, il n'admet pas de stiructure
complexe puisqu'il n'admet pas de forme symplectique. Supposons que
H soit de dimansion paire ou infinie et soit {e,lieI} une base

orthonormale de He I étant de puissance paire ou infinie, admet

et I_ de mBme puis-

une partition formée de detix soug-ensembles I, 2
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sance. Soit K une bijection appliquant Il sur 12 et pour tout ieIl

notons € 1'élément (1) L'application linéaire de H, définie
par 3

J(Gi) = Ei

J(Ei)=-ei pour tout iel,
définit bien une structure complexe s-permise de H.

Nous dirons que J est associé & la base {ei, € i‘ ieIl}

de H. Inversement, si J définit une structure complexe s-permise
de H, il est aisé de construire une base {ei, £ i) ieI} de H
telle que J lui soit associé.

2.1.2.

Si J, et J, définissent deux structures complexes s-per-

1 2
mises de H, il existe un opérateur orthogonal T de H tel
que &

-1

(
(
¢
\
(
(
(
Soit {ai, Ei] ieI} (resp. {fi, tfi] ieI}) une base
orthomomale de H telle que Jy (resp. J 2) lui soit associé. L'opé=

rateur orthogonal T dans H défini par :

TEi =9 pour tout iel,
prouve la propositien.

2e2e Cﬁ-a.lgébre des relations d'anticommutation

Soit A(H) l'algdbre tensorielle réelle, construite sur H
et j(H,a) 1'idéal bilatére engendré par les éléments de la forme
x®x - 8(x,x).1

oh 1 est 1'identité de A(H). L'algdbre complexifide de
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A(H)/ Y (H,8)
est notde OC(H,s) et appelée "algtbre de Clifford". Soit B(Y)
l'image de Y par l'injection ca.noniquelde H dans C(H,s). D'aprés
la construction méme de &G(H,s) il sendéduit que
B:yeH —> B(Y)e &(H,s)

est une injection R-linéaire telle que :

[B(Y), B(F), = 28(¥,9).1
pour tout Y et YeH ou 1 est l'élément identité de (((H,s). Il
n'existe qu'une seule involution sur ((H,s) telle que tous les
B(Y), YeH, soient hermitiens. De plus, i1 n'existe qu'une seule norme
de C*-algdbre ( la%all = Halz pour tout ae0((H,s));ed notons (Y (H,s)
la C"-algibre des relations d'anticommutation, complétée de
OG(H,s) pour cette norme.

La m@me construction que la préoédente aurait pu stre
faite si (H,s) avait &té seulement un espace préhilbertien réel.
Mais comme

I3 %= 1B 8@ = IBUF) =y

on obtient

¢(H,s8) = (x(H,s)
o H est le complété de H. Par conséquent dans tout ce qui suivra
nous supposérons H complet.
2.2.1. ( Si dim H=+co, OC(H,5) est une C =algdbre simple.
Soit £ 1'ensemble des sous espaces vectoriels de H de

dimension finie. Si E e €, CG(E,s) est une algdbre de type Izn ol

n est la moitié de la dimension de E, elle est domc simple. Comme

‘@ 2st un ensemble filtrent (i.e. pour tout B, et Bye¥, il existe
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E eg tel que EV E2 = E ) et absorbant (i.e. H=U E) et que
E€g

(x(HuB) = U OS’(E,B) ’
Eeg

on déduit que ¢(H,s) est la limite inductiwe des algdbres simples
{G6(E,8) | E€ £l elle est donc simple.
Un opérateur T dans H est dit orthogonal; s8'il est surjectif
et 8'il vérifie 3 |
s(Ty,T%) = s(¥,¥) |
pour tout ¥ et ¢eH. Notons @ (H,s) le groupe des opérateurs orthogonaux
de (H,s) et o (&¢(H,s)) le groupe des automorphismes de _O_c_(ﬁ,—a).
202026 S Pour tout Te & (H,s), l'application qui & B(Y) fait
E correspondre B(TY) peut s'étendre en un automorphisme unique
E ’t’T de C¢(H,s). De plus, l'opérateur @
E X s Te 0(H,s)—+TTeo{(m))
E est un monomorphisme.
Cette proposition est immédiate.
Tous les automorphismes de OC(H,s) ne sont pas de ce type 3
si [[Wi=1 et si Uy (l +iB(¥)), u, est un élément unitaire de
x(H,8) et u B(‘f’)uﬁ, n'est pas de la forme B(y').
2.2.5. ( Si E est un sous espace vectoriel de H de dimension n et
E si P est le projecteur orthogonal sur E,
E 8 =(-1)"(1 - 2Pp)
E appartient & ¢ (H,s) et ’I’ 3 ést un automorphisme intérieur.

Plus précisbment, ai{\yl,\ilz,...,\il‘} est une base orthonormée
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‘de E et si
u = B(¥])eeB(¥)
alors,
'I’TE(a) = uau" pour tout a ¢ (G(H,8).
En effet, si n=1,
B(¥)B(y)B(¥) = 2s(¥,9)B(¥) - B(¥) =B((2P~ 1)¥)

etlon termine la démonstration par récurrence.
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3. - ETATS QUASI=-LIBRES

3,1, Définition

Soit w une forme lindaire de ¢¢(H,s). La fonction
tronquée c.);l; d'ordre n de ¢v est définie par la formule de récurrence $

My o T
(B eaeB(¥)) = T (-1) bilcncwll)...B(wlil))...uikcs(vkl)...

B(Y, ))

1

cette somme étant étendue & toutes les partitions de l'ensemble

{l,...,n}, ou les suites (jq)lsqd; sont strictement croissantes et

ou Tli est parité de la permutation 3

(l|2,l.¢,n) e (11'12'0..'11‘1'll.’ki ) ;
: k

il est en outre supposé que
ll( 2l< see< kl.

Une forme linéaire w est dite quasi-libre si toutes
ses fonctions tronquées d'ordre différent de deux sont nulles.
Ceci implique notamment, si n est impair,

W (B(¥)) .0 By,))=0
quels que soient les '{JieH ; W est donc entgidrement définie dans
ce cas par les valeurs qu'elle prend sur l'ensemble
11, BW)BW) W etyen}.
En remplagant ¢y par w/w(l)(si cw(l) est différent de 0) nous
pouvons toujours 'nous ramener au cas ou w(l)=1. Posons
W(B(¥)B(P)) =h(Y,?) + 10@,?)

ou h et & sont deux formes bilindaires de H & valeurs réelles.
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La linéarité de w et la relation
B(), B(¢)], =2s(¢,9):1
impliquent :
T (¥,9) = = (p,¥) et Z(a(¥,9)+h(g,¥)) = s(¥,9).
Ainsi w est entidrement déterminée par la donnée de deux formes s et
h bilinéaires, & valeurs réelles, respectivement antisymétrique
et & partie symétrique égale & s,
3.l.1. ( Pour qu'une forme quasi-libre w de ¢(H,s) soit un état,
( 41 faut et il suffeét que h=s et |l 1.
Si w est un état,
w((B(y) + iB(r)) (B(¥) - iB(¥))) > O

pour tout ¥ et Y&H. Par un calcul élémentaire om voit que cette
* condition implique

h =8 et |a(¢,<I¥ilvI.
La réciproque est établie par les propositions 3,3,2, ot 3.3.3, ou
nous construisons explicitement la représentation associée & (s par
la construction de Guelfand-Naimark.

H étant complet et o oonfinua, il existe un opérateur
borné A de H tel que

o (¢,y) = s(A¥,¥).
Il est dvident que A'= -A (puisque ¢ est antisymétrique), A" étant
1l'adjoint de A pour s et |JAll=ll¢)i « Ainsi nous avons établi® une
bijection entre l'ensemble des états quasi-libres et celui des
opérateurs bornéﬂs‘anti-hermitiensde (Hy;8) de morme inférieure ou
égale & 1. Les états quesi-libres seront donc notés W, ou
W, (BI¥)B(Y)) = s{¥,¥) + is(A¥,f)
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pour tout Y ett?e}{.ffﬁ,'ﬁﬁA ot SIA seront respectivement la
représentation, l'espace de représentation et le vecteur cyclique

assooiédsa @, par la construction de Guelfand-Naimark.

3.2. Etats de Fock. Etat central.

Le théoreme d'existence de la décomposition polaire d'un
opérateur n'utilisant que l'existence de la racine carréde positive
d'un opérateur positif, une telle décomposition reste possible
dans un espace réel (voir [3], appendice 3). Soit dono,

A = J|A]
la décomposition polaire de A. Les opérateurs J et | Al commutent

puisque A est normal et J vérifie sur le support de A :

3T e =3, 5w il

J definit doncg une structure complexe du support de A.

Les états de Fock,ce sont les états quasi-libres w,

E -l. Nous préférerons alors la lettre J & la letire A puisque

ou A
cet opérateur définit alors une structure complexe de H.

Si oqu et Wy sont deux états de Fock de &(H,s), il
2

50201. E

E existe un élément T de O (H,8) tel que
( "

(

(0%] ECJJ o’.tT.

o
D'aprés 2.1.2, il existe un élément T de O (H,s) tel que
T e
lJ'l—T J2T .
Donc
(W5 o Tp) (BIY)B(9)) = 8(¥,9) + 18(I, 1%, T¥) = w; (B(V)B(Y)),
2 1
o g ERaB LR e gasgural Bl

L'automorphisme ‘fT est la transformation de Bogoliubov

la plus générale.
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Il est bien connu que les représentations de Fock 2 J

sont irréductibles. Les états de Fock correspondants CJJ sont
donc purs.
302020 ( W, est 1l'état central de Effﬁ:g).

On sait que OG(H,s) n'admet qu'un seul état central
(w est central si w(ab) =w(ba) pour tout a et be (X(H,8)).
Or il est évident que

&, (ab)=w (ba)

pour tout a et b de OC(H,s), puisque 8 est symétrique et g W,
e quasi-libre. Par continuité de W, cette derniere égalité esf

vérifide sur 0¢(H,s). ), est donc 1'état central.

2.3« Structure produit des états quasi-libres

10

Soit (v, un état quasi-libre et H= @ B une décomposition

neN

de H en somme hilbertienne. Nous dirons gue Wy est un état produit

pour la décomposition @& H, si pour tout neN, tout aeCEZHn,a) et
neN

tout beEZTEETE), on a 3
W (ab)= w (a)w(b).
Nous écrirons alors s
w =}SQJJIEET§;T§).

Soit (H )

n/ney Wne suite de sous=-espaces orthogonaux de

Siiiia

H invariants par A et de somme hilbertienne H. GJA'GBt :

est alors un état produit s

G, = 8 @
A el An

(
(
(
(
(
(
é
{
(

ou An est la restriotion de A & Hn'
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On est ramené immédiatement par linéarité et par conti-
nuité & prouver la relation :
W, (x1) = ¢ (X)W, (¥) (1)
dens le cas ou :
X = B(¥))B(Y,)«..B(Y,)
< Y = B(f)B(p,) «.B(§)
1
avec , € Hn' k=lyeeeyq et L‘?p € Hn' P=l;.eeyme Si q et m sOnt
de parité différente l'égalité (1) est évidente car Wy s'annule sur
les produits impairs de B(Y), ¥ ¢H. Si q et m sont de méme parité,
en déveldoppant
W, (xY) =0, (x)w, (1)
a l'aide de la définition des états quasi-libres, on obtieat une
somme de produits de termes dont l'un au moins, du type
C, (BW)B(Y)) avec ek ot ?eﬁt,

est nul en vertus des hypothdses.

343420 ( Tout état quasi-libre v A est un état produit par rapport
(
( & la décomposition de H en somme hilbertienne
(
E H= Hl@ h2 ] H3’
( avec H, = ker{ 1 =|A|)
(
g H2= ker A
( H5= Ho (ngHz), ouA:JIAI:

Il est évident que H., H, et H, sont invariants par A

: Yisig ?
et mutuellement orthogonaux et la conclusion résulte directement du

lemme précédent. Nous avons donc &

w,=0),0w, W
A Al Az A5
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est un état de Fock
1

Par hypothdse, A, %= - 1 et A,=0 ; 1'état

1
et 1'état CJA est 1'état central.

2
3.3.3. ( Un état quasi-libre est pur si et seulement s'il est un

A

( état de Focke.

Une condition nécessaire et suffisante pour que W,

soit pur est que les W soient purs [3]. Il suffit donc de prouver

A
I

le lemme suivant :
3e3e40 { Si H1=H2={o} » W, n'est pas pur.
Nous définissons :

s /e
Tl:-:vz(l +|A|)

1 L
TZ-@(l [AL)
et soit GJ l'opérateur de fk} défini par
feJ, 7I'J(B(‘1'>’))]+ = 0, pour tout Ye H
et 62J§1J== SQJ.

Il est aisé de vérifier que Ty est équivalente & la représentation

T¢ dans %@’3‘6’4 définie par s
B =7 ;BT 1 + 6,8 T_;(B(1)))

En effet, cetie représentation admet pour vecteur cyclique

Q

ng Q':-J"

car Ty et T, sont injectifs et l'état associé correspondant coincide
avec (v, sur les produits B(Y)B({). Comme cet état est quasi-libre

(ce qui se montre par un.calcul direct sans intérdt) il est égal
« La représentation 7¢' définie par :

7' (BY)) =6, ;BT OO _; - 180_;7_(B(1,%))

&C.)A

admet également pour vecteur cyclique 3
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QJeg?.“J

et commute & 7T . Donc 7T n'est pas irréductible et &, n'est pas pur.

A
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APPENDICE

Dans cet appendice, nous montrons que si H est séparabl'a-
il existe un isomorphisme entre (¢(H,s) et le produit tensoriel
infini de C*-algdbres de dimension quatre.
A.l. ( Pour tout espace de Hilbert réel (H,s) de dimemnsion paire,

il existe un élément F» de OC(H,s) anticommutant avec les

B =1.

Supposons que dim H=2n et soitL[Jl,...,‘{’m une base

(

(

E B(Y), weH et tel que
2

(

orthonormale de H ; alors

B= irﬁa(‘Pl)...B(‘{-’ZH)
vérifie les propriétés demandées.
As2. ( Pour tout espace de Hilbert réel (H,s), ou
§ H =Hl® H2
( Hl étant de dimension paire, la cﬁ-a.lg‘vabra & (H,8) est iso-
E morphe & &f’(Hl,s)@) m) (produit tensoriel des C™-algdbres
E au sens del[47).

L'isomorphisme ¥ entre (¢(H,s) et d:(Hl,s)® m)

est défini par :

T(B(Y)) = B(Y)®L si yek;

T(B(Y)) = BEB(Y) si Ve,

ou 33606(31»“) est défini par A.l.
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A.3. ( Si l'espace de Hilbert réel (H,s) est séparable, la C’.‘-a.lgébre

(g(H,s) est isomorphe & ® @n ou E‘En est la C*-algdbre des
neN

matrices 2x2 (@ @, est le produit temsoriel infini de
neN

(
(
(
(
(
(
( ®

( C"-algebresl5]).

Soit{y;, ¢yl ieN} uge base orthonormale de (H,s) et

(Hi,s) le sous-espace de (H,s) engendré par(y,, cfi} pour tout ieN.
La Cx-&lgébre OC(Hi,s) est isomorphe & Bi pour tout ieN. L'isomor-

phisme " entre ¢(H,s) et ® 811 est défini par s
nel

MBW) =P & P8 ... @ 18BY)@ 1818 ...
si ‘{JEHJ.. Pour tout keN, l'élément B appartient a Cr(Hk,s) et

est défini par A.l.
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ETATS QUASI-LIBRES DES BOSONS

e S el fed T B A it i

l. INTRODUCTION

La notion d' "état quasi-libre" des bosons a été intro-
duite par D. We Robinson [ 1] dans son étude de 1'état fondamental
du gaz de Bose. Cependant les états étudiés par D. W. Robinson, sont
invariants de translation. Ici nous faisons une étude geénérale des
états quasi-libres de la Cx-algébre des relations de commutation
A (H, o). Laméthode utilisée permet une meilleure compréhension des
problames.

Afin de faciliter la lecture de cette partie, dans le
deuxidme chepitre, nous rappelons trés bridvement la définition et
les principales propriétés de la Cx-algébre des relations de commu-
tation. Nous y avons rassemblé aussi, tous les résultats mathéma=-
tiques nécessaires & l'étude des états quasi-libres qui fait

l'cbjet du troisiéme chapitre.
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2. PRELIMINAIRES MATHEMATIQUES

el C*-algv‘eb're des relations de commutation

Soit (H, ) un espace symplectique : H est un espace vece
toriel réel (espace monoparticalaire) et o une forme bilindaire anti-
symétrique et régulidre (c'est-a-dire, telle que o(¥,4)= 0 pour tout
yeH est équivalent & ¢=0) sur H.A (Hyo°) est 1l'algdbre involutive
engendrée par les éléments unitaires notés dy , Y€(H,o) et vérifiant s

el :
Iy dg = enp{-ie (9} dypy
d.est 1'unité de cette algdbre.

L'ensemble W(H,o ) des représentations des relations
de commutation est l'ensemble des représentations x de A(H, o) telles
que 1'!application AeR —» 7 (d,y) soit faiblement continue pour tout
y ¢He Toutes ces représentations induisent la m@me norme sur A (H,o)
(c'est-a-dire, que pour 7 et 7, € Q(H,0)

17 R = [ R, X))
pour tout Xe A(H,o7). La complétion de A(H,¢ ) pour cette norme est
la C“-algx‘abra A (H,0). Pour tout WeR(H, o) @
T (dyp ) =exp{iB(¥)} , ol B(Y) est l'opérateur de champ.

Soient Hl et H2 deux sous-espaces veotoriels réguliers
de (H,o) (c'est-a-dire que o | HyxH, et a—;Hszz restent régulisres).
Supposons que 0'(411,\|/2)= 0, quels que soient V¥ 1€ By et *{Ize H2.
Alors, si H=H.e H. :

1 2
A (H)T)=A (Hl' T)e A (Hzi o) ' (1)




s
Un opérateur bijectif T de H est dit symplectique s8'il
vérifie 3
o (T, T¥)=c (¥,9)
pour tout Y ,¥eH. Alors l'application :
Vp Iy —> &y, velt (2)
8'étend en un automorphisme unique de A (H,0-).
De méme, pour tout élément ¥ du dual algébrique de H,
1l'application : '
dy —> ™ Jw (3)
s'étend en un automorphisme unigque fx de A(H,o), appelé "automor-

phisme de jauge de seconde espeéce induit par % =

2.2. Produits scalaires réels sur (H,07)

On munit H de la structure uniforme définie par la famille

de semi-normes :

p(f HIL —— Id'(‘f.‘}‘n
On supposera dans tout ce qui suit que H est complet pour les suites,
c'est-a-dire, que toute suite (ﬁon)neN d'éléments de H.telle :que,

pour tout veH, (0‘(14,?!1)) soit une suite de Cauchy, est convergente.

neN
En outre, soit § l'ensemble des produits scalaires réels

s de H tels que :
- [T @2 IYlG T ls » o2 |¥lle=26 ) (4)

- l'extension continue ¢' de o & Iy (complété de H pour la norme
Il - HB) est réguliére. (5)
(H, 8) est alors un espace préhilbertien réel avec la norme |. “s' '
Nous noterons également | .||, la norme des opérateurs bornés

sur (H, 8).



IV 4

2241 ( Pour tout aed’. (H, 8) est un espace de Hilbert réel.
: i =5
Soit '{ll un élément de H . Il existe une suite (‘fn)neN
d'éléments de H qui converge pour la norme |. us vers '{11. Par

conséquent ((4) et (5)), pour tout ¥ eH,

lim o' (‘fn"f)=°" ("Vl 11') .

Il —»w0

Puisque H est complet pour les suites, (4) implique 1l'existence
d'un elément YZ de H tel que pour tout ¥ e¢H,

lim O"(‘fns}')= 0"(‘{’2’}')'

n —w oo

Par suite u"(Yl- ?2,}')=0 pour tout ¥ dans H. La continuité (4) et
la régularité (5) de o' montrent alors que ‘{»’1= tyzeH.

Pour tout sej y i1 existe donc un opérateur borné D,
de H tel que 0‘(1',?)=S(DB‘P,‘F) pour tout ¥ et yeH, et ]lDBHBél
d'aprds (4). Soit J]DB| la décompositioﬁ polaire de DB } DB étant
un opérateur normal (car D;=-DB ou D'; est 1'adjoint de D_ au
sens de 8), on a [J,iDB|]_=0 ( , page 955). J définit une strue
@ture hilbertienne ¢ -permise sur H ([2], pages 26 et 29), c'est-
&=-dire que si 1l'on dé&finit la multiplication des éléments de H

par les nombres complexes de la fagon suivante i

(C+iP )Y =ay+pI ¥ oy BER, yeH
alors H, muni du produit scalaire i
nly,¢) =8¢ ,7)+ 10 (%) ‘
ou 8;(t,f)= - (I¥,¢)

est un espace de Hilbert complexe. Pour cela il suffit de vérifier

que 8_ est positive. En effet Dy étant normal et injectif son

J
domaine de valeurm Ha' est dense dans . H et
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80 |Dyl ¥ D 1¥) == (D {, D) ¥) == o(D¥,|D)¥)=
s(D Y, |Dg|-D¥) > 0.
Il est clair en outre que aJe,_‘f.

L' opérateur A= -D;l-_-. J]Dsl % défini sur H =D H, est

en général non borné. En fait, A est borné si et seulement si
HB= He

Puisque (D <1, [A 1, de sorte que 1'opérateur |A | -1 est

positif.

Si (H, h) est un espace de Hilbert complexe et si g est
la partie imaginaire de produit scalaire h, il est bien connu que
(H,0") est complet pour les suites. Ce qui précéde .. montre donc
que si (H, o) est un espace symplectique complet pour les suites, il
admet des structures hilbertiennes o -permises, si et seulement si,
€f n'est pas vide.

( Pour tout espace symplectique (H,o ) complet pour les suites
E et pour toute structure hilbertienne o -permisejde (H,o ),
E il existe un sous-espace fermé E de H et un opérateur

E symplectique A de H tel que

E H=E@®JE, A°=1 et [A, J]4=0.

Soit {ei,  #R i€eI} wune base orthonormale de H, telle
que J lui soit associé (i.e. Jﬁia ;s pour tout ieI). L' application
linéaire A définie par :

NEs=%4 et /\tfizgi s pour tout ie€I,
est hermitien ortho.gonal et satisfait

[A, Jl'_=0.

Les projecteurs 3
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sont orthogonaux complémentaires et satisfont 3
AP=PA=P, AQ=QA=-Q et JP=QJ.
Alors, si E=PH, JE=QH et H=E®JE.
2.2.3. ( Pour tout se, it existe une conjugaison A de (H, BJ+ic-)
E telle que .
E LA, 1afl_=0.
L'opérateur ]DBI étant un opérateur positif, admet une

décomposition spectrale :

Dyl

|Dg| = 0 TAEG) .

Alors, H se décompose en une intég'ale directe d'espaces hilbertiens

H :}éde K(A)

et 8i AA est une conjugaison de HA s l'opérateur :
est une conjugaison de H, commutant avec ]Dﬂl; ella commute donc avec
-
|a | et (&) %1).
2¢2.4. ( Pour tout espace symplectique (H,o ) complet pour les suites
(
( et pour tout couple J et J de structures hilbertiennes
(
( o-=-permises, il existe un opérateur symplectique T tel..:
(
-

( que : J =177 2T.

Cette proposition se démontre de la méme fagon que la

proposition (2.1.2, partie III).
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5« ETATS QUASI-LIBRES

3.1, Définition

Soit f une application de H dans C, telle que f(0)=1 ;
f est appeléde quasi-libre (voir l'appendice), si 3

£(¥) = exp{£) W)+ 35 £a,¥)}

ou f,;(w,w)-_-fg(v,w) - f;(*)z:
1;;(‘?) =,\l_i.',mo f(‘-?ﬂ*ﬂ’\- £(¢9)
" . Bl (%) - £2
et fo('ﬁ,‘ft)= Al}__l;% ( )A (1)

Soit f une application quasi-libre ; nous définissons une
forme lindaire W, sur A(H,o0) par 3
W (dy) =£(¥).
D'apres (partie II, 3.2.1), We est un état, si et seulement si, £e¥ s

Remarquons que dans ce cas fe%. Sous ces conditions . est appelé

%
"état quasi-libre". Notons Q, l'ensemble des états quasi-libres.
Cette définition coincide avec celle donnée par D.W. Robinson [1] .
Pour tout w g€ Q, le théoreme de Stonea implique :
Ro(dy) = expliB (1)}
ou Bf(‘?) est un opérateur hermitien (non borné en général) de l'espace

de représentation. B, est linéaire et

W (dy) = (| exp{iB (1)} Q) (1)
ou S?.feet le vecteur cycligque de X .. De (1) on tire :
£3(1) = 1% B, (v) SL,).
f; étant dans le dual de H, dans tout ce qui va suivre nous la sup=

poserons nulle car si
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gl¥) = exp{%fg(v )

alors,
Wp =@ e o Te=T0"§_ip;

ou ?-if' est un automorphisme de jauge (2.1).

Notons Q, 1'ensemble {w,€Q | f1=0k Si Wp € Q,, alors

£A(Y10¥,) = 10 (¥,Y,) = QoI Bo(¥))B(¥,) &)
ot £ W)= =GB () °R,) = -s(¥¥).
Par conséquent, tout élément W, de Q, est de la forme :
W (dy )= (&y) = exp{- 3 s, ¥}
ou s est une forme bilindaire symétrique de H.
5elole ( La forme lindaire wgQq, 8i et seulement si, s vérifie (4).
Si c.JeQe, alors
QB (P)B, (¥)R ) = 8l¥,¥) + i (¥),¥,).
- gtant un état on a :
@ | (B (¥) + iB_($))(B,(¥) - iB (¥))SX )} 0
pour tout Y ety dans H. Un calcul élémentaire montre alors que
s vérifie (4). Nous prouverons la réciproque, en construisant expli-
citement la représentation associde & w g Par la construction de
Guelfand-Naimark (3e3.2. et 3.3¢3.)e
La proposition 3.l.l, établit donc une bijection entre
1l'ensemble Q, et l'ensemble des produits scalaires s de H vérifiant
(4). '
3.2. Etats_de Fock

Les états de Fock de A (H,6 ) sont les éléments W, de

Q,%els que s € Cf et A32= -l.L'opérateur Aa définit alors une struoture
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hilbertienne g -permise sur (H,0 ). Les opérateurs de création et
d'annihilation correspondants sont :
Bi(¥) = 2{B,(¥) 7 iB,(A9)}  pour tout yeH.
Le vecteur cyclique de 7¥_ est noté S?.B et vérifie 3
B;(‘i’)gs=0 pour tout YeH.

Les représentations de Fock sont irréductibles, les états
de Fock sont donc purs.
BeZels

Si w, et w, sont deux états de Fock, il existe un opé-

§ 2
( rateur symplectique T de (H, o) tel que 3
(
Cette proposition est une conséquence immédiate de 2.2.4.

4,3, Structure produit des états quasi-libres factoriels

3e3¢le ( Si 8 est un produit scalaire de H vérifiant (4) et non (5),
E A est un état quasi-libre non factoriel.
Soit ¥ un élément de H tel que 3
o (¥,¢) = O pour tout tfeﬁa,
et soit (‘i‘n)neN une suite dans H converge#nt vers V. La suite des
opérateurs unitaires (TCB(J “’a))neN converge fortement vers un
opérateur U s pour tout peN et tout yeH,
I (dy) = TG ) & 1= 20 -Rexpfa( oty 0

n+p
O-(\Pn_’_pr?)) ig %”l*)n- gyni-p"2})

) "o-((fv"‘n) =

'aprds
tend vers O quand n tend vers l'infini. le corollaire du lemme 2.2 dans

[3], soucmdidasms U est unitaire. U commute & tous les T('(Jy), eH,
& cause de la continuité forte des applications S —» ST et S —» TS5
et de la relation i
TC oy I o) = exp{2i oy, 97X () TC ()
Par conséquent Ue']‘t‘s(AzH,o‘ nN"n 7C9(A (8,6 ))'. Cependant U n'est pas
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un multiple de 1'identité car si U= )1, alors jAl=1, ce qui con=
tredit :
ol 0fo)l = exp{ - 3 |y )22
ol Yo o/l= &XP 2 I s" ;
Done ?CB n'est pas une représentation factorielle.
3e3e2« ( Quel que soit sc-,:f, nous désignona par Hl le noyau de
(

( |D | = 1 et par H, le supplémentaire orthogonal pour s de

Hy

(
é
E Z G))e Alors We=0I18 G o ou wigualAZHi,a'),
i

»2. En outre c.)lest pur et

dans H (de telle sorte que l'on a : A(H,07)= A(Hl,o')®

o De l'est pas.

La premiere assertion est immédiate puisque, pour tout
Yei, on 8 Y=y 4y, o Yyely 121,286 YIS |Yylg+ Yol
ce qui implique :
W (g )= w Wy, Jew oy, )
{"‘Jl est un état de Fock (donc pur) de '[T(H’,—o') car DslH].: J]Hl.
La démonstration est achevée par le lemme suivant 3
3.3.3. ( Pour tout se¢J, si le{O}, ), n'est pas pur.
L'image Hy de H par Dy é¢tant partout dense, l'application
Yei — R (Jy)eL(H)
fortement continue, il suffit de prouver que C‘JBIA (Hs’ o) n'est
pas pur (partie I, l.2.3). Considérons les opérate:ura
T = Q(I Agl+ 1)
T,= V%([AS[ =1), (pour A voir 2.2.3).
Ils sont définis sur Hs et ont un domaine de valeur#® dense dans H ;
cette dernidre propriété est évidente pour '1‘1 et se déduit pour T

2
de 1l'hypothtse du lemme. Ceci implique, par un raisonnement identique

& celui de ([3], page 648), que la représentation 7x de A EHB.G‘).
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dans )‘ﬁ’sJ 8 AJESJ définie par :

7 (J?)=7(5J(JT11')® 7'CSJ( JTZY) y Vel

admet S}'s & Q’s pour vecteur cyclique. La représentation ' de
J J

AZHB,O') dans 'stJg )JCBJ définie par :
W'(J'P):'KEJ(JTZ'\V)@'KBJ(J‘l‘l‘l‘)' Vel

admet également Q.SQ QL g pour vecteur cyclique et commute &.7T,
J J
qui n'est donc pas irréductible. Puisque l'on & :

W, (dy) = @8? S).adj?t <J~v>9-s§° QBJ)

on conclut que ¢| A (H, o7) n'est pas pur.
Be3ede £ W, est pur si et seulement siy c'est un état de Fock.

En effet, d'aprés ([4 ], 2.2), le produit tensoriel
d'états est pur, si et seulement si, chaque état est pur.
3e345+ ( Pour tout ae,f, W, est un état factoriel.

Il suffit de prouver que si le{o}, w, est factoriel
(voir 3¢3.2.). Soit L l'algebre de von Neumann engendrée par 7T
et L' celle engendrée par 7¢'. Mais,

j‘C(JTﬂ))N'(JTZ\P)est miltiple de 7t;(dy)® 1

et 914 (JTE‘P)N'(JTIY) est multiple demﬁ(cﬂ‘, )

Par conséquent, tout opérateur de l'espace de repreésentation qui

o

comnute & U et & 7' est multiple de l'unité ;

{LuL'}'=LNL'=Q.

11
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APPENDICE

FORME LINEAIRE QUASI-LIBRE DE A (H,6")

—lmlmlmimi= ==

Asls Dérivees

Soient H un espace vectoriel réel, E un espace de Banach
réel et f une applicetion de H dans E telle que l'application 3
AER — £(9+I¥)
soit continue dans un voisinage de 0. Si cette derniére fonction
admet une dérivée au point O, nous la noterons [Df ()] (¥) et dirons
que c'est la dérivée de f au point 9: dans la direction Yy . Il est

clair que :

[e(p] (¢)= 10 HExA¥L=2 (9),

Si £ admet une dérivée au point ¢ dans toutes les directions, nous
dirons que f est différentiable au point ) s et que l'application 3

DE(§) + Yel —> DEP)] (V)€ E
est la dérivée de f au point ¢ . Si £ est différentiable en tous
les points de H, nous dirons que f est diffeérentiable et que
l'application s

Df : peH —> DE(Y)

est la dérivée de f.
A.d.l. ( 8i f est différentiable en ¢, Df(P) est une application
é linéaire Ae H dans E.

Nous allons prouver seulement que pour tout couple

("IJl r‘f’z) € HxH,
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[PE@)] (&1 +,) = [DE(9)] () + [p£(9)] (¥,),
car la propriété :
PE@T (A )= A [DE(G)] (¥)
pour tout A€R et YeH est immédiate. D'aprés (LS ], 8.9.1), les
deux applications :
A e (P 49, ) ab po—s Egy NY)
étant différentiables au point 0, l'application
us () — fPHA 9 + 1Y)
est différentiable au point (0,0) et
[0a(0,0)] (s,%) = [DE(9)] (¥, )s +[DE()] (§,) %.
Le résultat se déduit de cette dernidre égalité, en remarquant que
1'application 3
A —> TPy A,
est la composition de l'application :
MR ——> (\))eRxR
et de u.

A.2. Dérivées d'ordre supérieurd

Supposons que f soit différentiable et que pour tout YeH,

l'application :

Vg P PEH — Lo£(e)] (y)
soit différentiable au point ¢, . La dérivée de v, au point (p, dans
la direction Y sera notée :

[D°£(4,)] (Y29)-

Nous dirons alors que f est deux fois différentiable en (¢, et que
1l'application :

D%6(p,) + (¥,9) € HxH —> [D£(Y,)] (¥,P)e E

13
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est la dérivée seconde de f en (P
Re2eds | sz(%;) est une application bilindaire, symétrique.

La bilinéerité de D£(¥,) se déduit immédiatement de A.l.l.
Montrons que pour tout (?1’*3)6 HxH,

[D%2(5,)] ¥y 0¥,)= [D%2($,)] (Y0¥, )
Par hypothese, toutes les deérivées partielles d'ordre deux de 1'appli=
cation u définie dans A.l.l existent. Comme :
[Da(A)] (3,8) = IDE(P+ A+ pp )l (¥))s + D209+ a9+ b, ](4)%,

([5], 8.12.1, ©.12.8 et 8.12.7) montrent que u est deux fois dif=
férentiable et que ;
[0%(0,0)] ((a*,8'),(s,4)) = [D%2(F, )] (¥} ¥, )38 '+ [D%2(,)] (¥,¥, )t
+[0%(95)] (4 o¥,)8%" + [D°(G,)] (Y ) 87
La symétrie de D’£({,) se déduit de cette dernidre égalité et de
(C5], 8.12.2).

Par récurrence‘sur P, on peut définir une application p
fois différentiable en un point ¢ de H, comme une application T,
p=1 fois différentiable et telle que l'application 3

Yer —s [P TI201)] () 1 Yyreeenpy g E
soit différentisble an P pour tout (¥),¥yyeeeiff, )€ gt
A.2.2. ( Si f est p fois différentiable en ¢ , 1'application DPf(%)
E est multilinéaire et symétrique.
Cette proposition se démontre par récurrence sur pP.

A.3. Applications indéfiniment différentiables

Nous dirons gque f est indéfiniment différentiable, si pour
toub Yell b boub p, £ eal p fols difforaibiable e ty,.
Soit f une application indéfiniment différentiable de H

dans C(corps des complexes). Nous définissons les dérivées tronquées
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de f par la formule de récurrence ;

(i) (i
[0P£(0)] Wyrfgreeent)) =T 202 () seeety Denety q)(,{,q il ]
1 .1.1 : 1
q
ou il+12+...+iq=p, ou la somme est étendue a toutes les partitions

de l'ensemble {1,2,...,p} et ol les suites {(-kl,...,kik)\k=1,...,q}
sont croissantes.
A.3.1. ( Les dérivées tronquées sont des applications multilindaires
(
( symétriques.

Cette proposition se démontre par récurrence.

A.3.2. ( Si £ est une application indéfiniment différentiable de
E H dans C, telle que £(0)=1 et
% 5 LeP
( existe pour tout Yy ¢H, alors,
E )= exp{f Elv'l fép) (V¥ sones¥)} s

La formule de Taylor implique :
2
£00 )= 1eADE(O)] (1) + 4rD2E(0)] (4) + oo
De plus :

-

o\ P
exP{@(} = léd "f%i"f cee 0\30(:2%[- fép) (q’y*:oon"}')o

([5], 9.2.1) permet d'identifier les codicients de ,\p, ce qui
donne la formule de récurrence définissant les dérivées tronquées
dans le cas particulier ou V) =Y,= ...,\‘)psk}f.

Dans le paragraphe suivant nous aurons besoin de la
proposition suivante que nous appliquerons aux dérivées tronquées.
A.3.3. ( Si g est une application multilindaire symétrique de i

( dans E (H et E Jtant des espaces vectoriels réels) et si

—

{ 8(¥)¥yeee,¥)=0 pour tout Y ¢H, alors g=0.
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Soit (121,?2,...,411)) un élément quelconque de HY ; nous

allons montrer que g(t}’l,l{lz,...,tkp) =0. Posons : -

V= §: A Y
ou les >‘i 1 8 SR ) soni:-des éléments quelconques de R. Par hypo-
thése, g(Y,eee,¥) est un polyndme homogdéne, nul, de p variables et
de degrés p. Donc tous les codficients sont nuls, en particulier
celui de Lﬁ_ z\;_ qui est un multiple de g(\}'l,...,\yp) puisque g est
symétrique.

A.4. Forme linéaire quasi=-libre

Soit f une application de H dans C, telle que £(0)=1.

Nous dirons qu'elle est quasi-libre, si elle est indéfiniment dif-

(p)

férentiable et si fT = 0 pour p>2. Donc une application quasi-libre

est de la forme : L
:§) =explf (N + 2 2824 0)  pour tout e,
A.4ele ( Soit £ une application indéfiniment différentiable telle
E que £(0)=1 et fcp)(‘i’,...,\}’) 0 pour tout YcH et tout
g 20,>2. 81 fe§, (partie II, 3.2), fé )-—'0 pour tout
(p

2e

V

Dans [6]il est prouvé que si fe¢ §,, fé,p) (Vyeees¥)=0
pour tout YeH et tout p>2. La proposition se déduit de A.3.l et
A.3.3. £ est donc une application quasi-libre et i, (partie II, 3.2)

sera appelé "état quasi-libre".
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