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Abstract: In the context of survival analysis, mutual information theory between o-
algebras can be used for selecting qualitative or quantitative cavariables with a strong
predictive value. The information rate carried out by covariables can be tested by
means of a decomposition similar to the analysis of variance. Statistical units with
some missing data are not excluded from the analysis so that a loss of information
is avoided. These results are applied to survival data from 1304 patients with breast
cancer followed over a period of ten years.

Résumé: Dans le cadre de 'analyse de durées de vie, la notion d’information mutuelle
entre g-algebres est utilisée pour sélectionner un ensemble de covariables qualitatives
ou quantitatives a fortes valeurs prédictives. Le taux d’incertitude expliqué est testé
sur la base d’une décomposition similaire [5] a celle de 'analyse de variance. Les
données manquantes sur certaines covariables ne conduisent pas & I'élimination des
unités statistiques concernées. On évite ainsi la perte d’information qui en découlerait.
Ces résultats sont appliqués a I'étude de la durée de vie de 1304 malades atteints du
cancer du sein suivis sur une période de 10 ans. La technique utilisée permet de trouver
un nombre limité de facteurs ayant une valeur prédictive intéressante.

1 Introduction

La notion d’entropie d’une loi de probabilité P sur un espace £ est un outil intéressant pour
caractériser l'incertitude associée & P [6]. Quand 2 est dénombrable, I'entropie de P notée H(P)
est définie par :

H(P)=-Y_ P(w)Ln(P(w))
wEeN
avec la convention OLn0 = 0 qui revient, en fait & écrire

H(P)=- Y P(w)Ln(P(w))

we
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ou ' = {we Q| Pw) >0}
Pour une variable aléatoire X sur Q dénombrable, on définit alors son entropie notée H(X) par
celle de sa loi image Px :

= X P(X ({zh) n(PX1({z}).

zeX (D

H(X) mesure I'incertitude sur la valeur de X (w) pour un choix (ou réalisation) d’un élément
w de Q selon la loi P. Ainsi, si A = (A;);es est une partition de 2, on définit I'entropie de cette
partition par H(A) = H(X 4) ol X 4 est la variable aléatoire définie de la fagon suivante :

Xa: @ — {0,1
woo— (EA*(u))iEI
Par conséquent,
H(Xa)=-)_ P(A:)Ln(P(4)).
i€l

H(X 1) mesure l'incertitude sur 'appartenance & 'une des parties A; avant l'observation d'un
élément w de Q.

Si on observe deux variables aléatoires X et Y sur 2, I'entropie de X conditionnellement & une
valeur y prise par Y est I'entropie de la loi de X conditionnelle a I'événement Y = y, que I'on note
H(X | Y = y). On définit alors I'entropie de X conditionnelle 2 Y que I'on note H(X | Y) par

HX|Y)= Z PY=y)H(X|Y =y)
yeEY(Q

qui n’est autre que l'espérance de la fonction aléatoire qui a y fait correspondre H(X | Y = y).

Si on considére maintenant une loi de probabilité P sur Q cette fois non dénombrable, quelques
précautions doivent étre prises pour la généralisation formelle de la notion d’entropie vue pré-
cédemment. Ceci conduit & l'entropie dite généralisée H(P;u) relative 4 une mesure de référence
u sur €2 ([2],[7]) et & I'entropie d’une o-algébre A de type séparable [1] que I'on notera par la suite
H(A). Le lien formel entre entropie de Shannon et entropie de Kullback est donné, par exemple,
dans (7] ainsi que leurs propriétés respectives.

2 Information entre o-algebres

Soient A et B deux o-algébres, on note AV B = (AU B) la o-algébre engendrée par A U B.
Soient A et B deux c-algebres de type séparable, On définit I'entropie de .A conditionnelle a B
par

H(A|B) = H(AV B) - H(B).

C’est l'incertitude restant sur .4 quand on connait B.

On rappelle les propriétés suivantes

1) ACB= H(A) < H(B).

2) HHAVB)<H(A)+H(B) et H(A|B)<H(A).

Si A et B sont d’entropies finies, on a I'égalité dans les expressions précédentes si et seulement
si A et B sont indépendants (On écrit alors ALB.).

Pour une bonne quantification I(.4, B) de I'information entre o-algébres A et B, il est nécessaire
de poser en postulats quelques propriétés exigibles de I(A, B). Il nous parait souhaitable que
I( A, B) vérifie les postulats suivants :
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1) ALB < I(A,B)=0.

2) I(A,B) =I(B,A).

3) AcC)=I(A,B) <I,B).

En choisissant I(A, B) = H(A) + H(B) — H(AV B), tous ces postulats sont vérifiés et on a, en
plus, I(A, A) = H(A).

Quand on n’a pas de modeéles paramétriques suffisamment raisonnables par rapport au phéno-
mene observé (variable d’intérét Y et k covariables X, ...,X%), une démarche non paramétrique
est envisageable & partir de l'information fournie par les tables de contingences associées a ces
observations de fagon analogue & celle utilisée par [4] et [5]. Nous utilisons ici un principe de
maximum d’information par rapport & une o-algébre de référence [3], cette derniére correspondant
dans le cas présent aux observations de la variable d’intérét Y.

3 Meéthode de sélection de covariables

La méthode employée est basée sur l'estimation des entropies conditionnelles et non conditionnelles
de la variable ¥ et des covariables X, ..., Xi. Ces estimations sont calculées a partir des fréquences
empiriques fournies par des tables de contingences & plusieurs entrées. Pour les covariables contin-
ues, une discrétisation est donc nécessaire.

3.1 Préparation des tables de contingences

Pour diminuer l'occurrence de faibles effectifs dans les tables de contingences, le nombre de
modalités d’une covariable est parfois restreint en utilisant un principe de maximum d’entropie,
c’est-a-dire I’équiprobabilité des modalités.

3.2 Meéthode de sélection

Solent Y la variable d’intérét, X une covariable quelconque, (n;;) le tableau de contingence qui
leur est associé, et p = (p;;) la matrice des espérances des fréquences relatives.
L’information relative de X sur Y est

I(X,Y)

I,-(X, Y) = H(Y)

dont un estimateur convergent est

Pi.fﬁ
> BiLn(p3)
j

Cin()
i.J

T

ol Ps;, Pi. et p; sont les notations classiques pour les fréquences relatives empiriques.
La variance asymptotique de T est

Var(T) = %Var( g%’_—}g(p)mj)
i e

oin= Zn,-_.,- est le nombre d'unités statistiques considérées, et les II;; sont les variables indica-

%]
trices associées au tableau (ny;).
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On peut de maniére analogue calculer l'information relative combinée de plusieurs covariables
X1, ..., Xx sur Y. L'évaluation de la variance d’information permet alors d’établir des régions de
confiance et d’éliminer les covariables les moins pertinentes.

Lorsque Y est la variable de survie, I.(X,Y) est appelé valeur pronostique de X et noté I.(X).

4 Hiérarchisation des modalités d’une covariable

Dans le cas ol Y est la variable de survie, on appellera taux de guérison d’'une sous-population le
taux de survie & la fin de I'expérimentation.

Chaque covariable divise la population de malades en une partition correspondant aux différen-
tes modalités. Ces derniéres seront ordonnées en fonction de leur taux de guérison.

Si deux modalités ont méme taux de guérison, on fera appel aux taux de survie moyens.

5 Application au cancer du sein

5.1 Présentation des données

Les données proviennent d’une enquéte réalisée 4 Marseille par les professeurs J.-M. SPITALIER
et D. HANS. Elles concernent 1304 patients suivis sur une période de 10 ans. Les variables
observées sur chaque patient sont au nombre de 45. Elles sont quantitatives et qualitatives et un
prétraitement a permis de ne retenir qu'une quinzaine d’entre elles a savoir:

1-age, 2-classe clinique, 3-classe thermographique, 4-classe sénographique, 5-classe échographique,
6-PEV clinique, 7-diameétre clinique, 8-allure clinique, 9-c6té, 10-histologie, 11-histologie N, 12-
nombre de ganglions envahis, 13-récepteurs ceustradiol, 14-récepteurs progestérone, 15-stade UICC.

5.2 Sélection des covariables

Les calculs montrent que les meilleures covariables sont le stade UICC, le nombre de ganglions
envahis et 'histologie (Fig. 1).

La meilleure combinaison de 4 covariables est celle comprenant les trois précédentes plus la
covariable Age (Fig. 2).

5.3 Hiérarchisation des modalités d’une covariable

Sachant qu'une covariable a une bonne valeur pronostique, il est intéressant de pouvoir affecter
aux différentes valeurs possibles de cette covariable une courbe théorique de survie (Fig. 3). Ces
courbes représentent la survie conditionnelle & la valeur prise par cette covariable chez un malade
et sont des outils de pronostic médical.
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, 6 Conclusions

Nous avons présenté une méthode asymptotique qui ne s’applique que dans le cas d'un nombre im-
s portant d’unités statistiques. Elle permet la sélection de covariables apportant le plus d'information
4 sur la variable d’intérét. Son application au cas de malades atteints du cancer du sein a permis de
& mettre en évidence quatre covariables principales.
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Fig. 1. Analyse de données de survie
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Fig. 2. Analyse de données de survie
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