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RESUME .

Nous donnons un critére appelé “critére de non dégénérescence”
pour qu'un systeme statistique admette une représentation . Nous montrons
que deux représentations “ isomorphes “, dun méme systéme statistique
non dégénéré, sont multiples I'une de I'autre .

La décomposition canonigue d'un opérateur, étudiée dans le

premier chapitre et appliquée a une représentation, montre que

r
U=12 l"’xi Ei ®V¥j
=
ol les A; sont les valeurs propres de la matrice d'inertie, les( €,); sont
les" vecteurs principaux” et les ( *i)i sont les "composantes principales”.

Nous définissons la notion de " somme de deux représentations "
d'un méme systéme statistique et montrons que toute représentation se
décompose en une “somme directe” de représentations “irréductibles” .

Nous faisons une Analyse Canonique de deux Sous espaces
vectoriels d'un espace euclidien et 1'appliquons a deux représentations.
Nous montrons aussi qu'une représentation comportant des parametres non
centrés, n'est jamais équivalente a la représentation correspondant aux
parametres centres.

En Analyse Factorielle Discriminante nous décrivons les centres
de gravite "intraclasse” et donnons des coefficients représentant la qua-
lité de cette description .

Dans le dernier chapitre nous définissons un “indice de corréla-
tion " entre deux parametres , compris entre O et 1 . Cet indice est nul si
et seulement si les parametres sont indépendants et égal a | si et seule-

ment si les paramétres sont égaux .



1. DECOMPOSITION CANONIQUE D'UN OPERATEUR

1.1._Notations et position du probléme.

1.1.1. Soit E et F deux espaces euclidiens de dimension L et n
respectivement , u une application linéaire de F dans E , u' sa transposée,
c'est-a-dire,

Wx€E, YyeF, <(xluy >=<Uu xly>.

Posons V=uu'etU=uu. Vs'appellera "opérateur d'inertie "

Nous allons établir, par 1a méthode des moindres carreés, 1a
décomposition spectrale de V et de U, dont I'existence est connue.
Nous chercherons ensuite une "écriture " de u et U qui " ressemble " a
une décomposition spectrale et que nous appellerons “décomposition
canonique "’

On peut admettre 'existence de 1a décomposition spectrale

de V et passer directement a 1.2.8.

1.1.2. Soit fi'f?_"”"fn une base orthonormale quelconque de F

et notons u; = u(fi) .On appelle " indice d'inertie de 1a famille (Ui)iEJ
n



par rapport a 0", 1'expression

n
lo= I lyli2
1=1

| 5 représente une "dispersion” des (u.). ¢y Par rapport a0 .

Notation : VkeN*, J, =(1,2,.,k]

1.1.3. Si West un sous-espace vectoriel de E, 1a projection
orthogonale de 1a famille (u,).

ilie ‘Jn dans W, aura un indice d'inertie note | oW

X
Vie[1,2,.,n )= Joy Y= o, +B ou €W et B.eW

lo = % luil2= Z, (o2 + 1 B{12) = 1g  + 1, w*

1 . ik - 5 .
[o,w représente une "distance” des (Ui)i e, a W. Cette distance est
d'autant plus petite que 1a "dispersion” | oW est plus grande .

1.1.4. Laprojection des (ui)i €J dans W, entraine une perte
n
d"information “ sur les (u;), *

coefficient |

Le "degré de fidélité" de cette projection, peut-étre repéré par le
o,w/lo

appelé " part d'inertie expliquée par W "

1.1.5. En statistique

M3

n
lo= ZP lIx{ll2 ob pj> 0 etZpi=1.

Les coefficients p; ne jouant aucun réle dans ce chapitre, nous les

supprimons. |1s seront remis a partir du chapitre suivant .

_3_



1.2, Décomposition spectrale de V.

1.2.1. Proposition
l0 =Tr(V) = Tr(U).

Dém. lg = Z< Uil uj > = < ulfjl u(fy) >
1 1

=Z<fiIUf1>=Tr(U).
Remarque : | one dépend pas de 1a base choisie dans F. C'est donc une

caractéristique de u.

1.2.2. Proposition

Vx€E, si[x] est /e sous-espace vectoriel engenaré
parx , alors,
<X|Vx>

| >, R JS——
0,[x] LX|R %

Dém. Soit P[x] le projecteur orthogonal sur [x] .

X X
Proi(u;) = < u; | > .
Uil AT
n X X
| =7 < Uil >2 =% < ulf:)l e
o= <A N PT
u'(x) I u'GoOll2
=< fil Sl i et
i x|l x|l
< U0 u'x) > < X|Vx >
- < XX > B < Xl >

1.2.3._Proposition

IxeE rte/ que | ] soIrt maximum .

0,[x

_4..



Dém. I'application

est continue sur 1a sphére unité car

I 'o,[x']' 'o,[x"]' =< XIVX >-< X VX" > |

€| <X VX >-< x| VX" > | +| < x] VX" >-< x*| Vx" >|
€] <xIV(X'-x") > |+ < x'-x" | VX" > |

20V Ix-x"1 .

Elle y atteind donc son maximum .

1.2.4. Proposition

| 0,(x] est maximum si et seulement si,x ést /e

vecteur propre de N correspondant a sa plus grande valeur

propré
. X <X|VX>
Dém. dapres 1.22. |, X]= ————
: cHlxs
. | < V>(I‘V2 X > < x[V3x >
onc | | I it MO
0,[Vx] < VX | Vx> < X| V2x >

or <x|Vx>2<<x1x>.<le2x>,

3 <X Vx > <X | V2>
dou

g
<X|Xx> <X| Vx>

Comme V > O, le produit scalaire< x|y >y = <X | Vy > est positif

dou < x| Vx >V2 g «<x|x>-V <Vx|Vx>V

2

et <x|V2x> § <XIV> <xlv3x>;

_5...



<x|VZx> <x|V3x>

donc e ——
<Xl Vx> eRINEX >
< Xl Vx > <x|V2x> <X|V3x> [
| = < < = :
0,[x] <X x> < x| Vx > <X|V2x> 0,[Vx]

D'aprés 1.23., IX€E telquel soit maximum . Pour cet x ona donc

0,[x]
o[x1= lo[vx]
et <x[Vx>2= <X|x>< Vx|Vx>

ce qui établit 1a proposition .

1.2.5. Lemme .

37 W|<+ | est un sous-espace vectoriel ae aimensionk+1 tel/ qué

oW, sort maximum,

glors, 3 Wk c Wm te/ que aim ( Wk)= k et | 0W, maximum.

Dem. Soit Wk tel que dim W'k =ket 'o,W maximum .

k
nwtz(0].

wk+ 1 K

Prenons y € Wy, 1 N “QL ,y z 0 etposons Wy, =[yle W' . Alors,

low,,, = loly] *low > low ely] = lo,w, * lo,ly]

donc 'o,W" = lo,W'k puisque dim W" = k , et W" est le Wk cherche .



1.2.6. Théoréme

K€L . ¥ wk sous-espace vectoriel ge dimension kK , alors,

Io W est maximum si et seulement si , wk est somme ae
+¥%

SOUS-ESPaces proprés ae N corresponadant aux valeurs proprés

/es plus grandes .

Dém. raisonnons par récurrence surk .
1/ K=1 estvrai(1.24).
2/ Supposons la propriété vraie pourk <.

3/ Démontrons-1la pour k+! . Supposons que W, soit de

k+1

dimension k+1 et que | soit maximum.

o,wk

D'apres 1.2.5, 3wk C wk+l tel que dim Wk =Ket Io,wk maximum. En

+1

utilisant I'hypothése de récurrence , il ne reste plus qu'a montrer que

Wki N wk” est un sous-espace propre de V .

3

4 :

SANE
|

Prenons x € W x z 0 et montrons que Yye W

En effet |

oW, owelx] "~ Io,wk *loix 2 Io,wk@[y] = |o,wk *lotyl-

Donc 10 [x] est maximum sur Wk'L . Comme Wkl est invariant par V

(puisque W, est invariant ), on utilise 1.2.4 .

k

1.2.7 . Proposition

Vkst, 7 Wk ae aimension k, tel que 10 sort maximum .

W

Dém. raisonnons par recurrence .
1/K=1estvrai(1.24)

2/ Supposons 1a propriété vraie pour k <

_7_



3/ Démontrons-1a pour k+1 . L'nypothése de récurrence affirme

I'existence de W, de dimension k tel que | soit maximum. D'aprés

K o,Wk

1.2.6. Wk est invariant par V ; il en est de méme de wk-L.1_2.3.. affirme

: §

I'existence de x€ Wk tel que | 1

0.[x] soit maximum sur wk . Montrons que

wk+ 1= wk + [x] est e sous-espace recherché . En effet, si W' est tel que

dimW =k+1 et lo,Wm maximum, alors ]o,W' > IO,WM'

Soit yew NW,* et W" tel que W' = W" + [y].

k

Ona | = 1

ow= low* lo,[y] 2 io,wk + Io,[x] . Or par hypothese lo,

. g
W o,Wk

et lO,[V] € IO,[X] .

w = low

D'ou | .
0 k+1

1.2.8 _ Théoréeme .

V aamet une decompaosition spectrale, cest-a-dire,

3k | ,E2,...,E r Sous-espaces vectoriel/s ae &, deux a deux
orthogonaux ,

A i )\2,..., }‘r , nombres strictements positirs,

aifférents deux 3 deux , tel que

r r
v.—,f:?s‘.PE , Ex(®E )@ Kerv,
= i '

=1
ou P£ est /e projecteur orthogonal sur £ Iz
2
Dém : supposons par commodité )\I > }\2 >. > >‘r > 0. Ce théoreme se

déduit aisément de 1.26et 1.2.7.

.
Si dimEj= ¢ alorsTr(V) =2 Ay .
' 2]

_8..



1.2.9. Remarque, notation .

O
Posons V=% A TPe . Alors,
=+ 1 !

«1 o
V=Vl siVestinjectif,et V V=VV=Pya)= Piker )1

1.3 . DECOMPOSITION CANONIQUE DE u .

1.3.1. Proposition
ker vV =keruv!

Dém. V xekerV, Ju(xMZ2=<Vx|Ix>=0.

Donc ker V < ker u'.L'inclusion inverse est évidente .

1.3.2. Théoréme .

Avec /les notations ae 1.28, il existeFy Fo,.., Fp
sous espaces vectoriels oe F, deux d deux orthogonaux , 11 existe
Py, Py ... P, applications deF danst telles que

r
*F = (ifl F.)®keru,
l

#Pie = — U SoIt un 1somorphisme ae F;
IIFi__ ‘IT] F. /

sur &y (conservant /e produit scalaire),

“Pp.d =0
i
*uoPg; =Pg 0u
1

*us=
i

n ™~M=

}"xi]i

Cette aécomposition appelée " décomposition canonique ae v

est unique .

Dém. posons, F; sous espace propre de U & la valeur propre Aj. On voit



aisément que
U (Ej) c Fjet u(Fy) CEj.
Comme u et U sont des isomorphismes entre (ker u)L et (ker u)L,
U (Ej) =Fjetu(Fy =Ej.
On déduit le théoréme des égalités suivantes :
Vx€Ej , YX €EEj,
<UIUX) > =<x|VX >=Nj<xIx > ;
VyeF; , VY €F;
<uly)luly)>=<ylUy >=x<yly > .

1.3.3_Corollaire
val V=valu, valu ={(ker uM

P
¢ = _EIJT]- Pi . P =(P1]Fi)"l '
1=

r
U= I \Pg
i=1 |

1.3.4. Remarque, notation .

-1 r
Posons U = ‘Zl(m)—l P'j
1=

=1 =) -} -1
Alors u = u siu estinjectif, et uou="Pyg ., UOU=Pyz

2. ESPACES PRINCIPAUX

2.1_Généralités

2.1.1__Indice d'inertie
Supposons comme dans le premier chapitre avoir deux espaces
vectoriels E et F de dimension L et n respectivement et u, une application

linéaire de F dans E .

- ]0-



Soit fy,f9,..., fy une base orthonormale de F et p=(py,p7,...Pp)

un nYP1€ de nombres strictement positifs vérifiant

On considere I'opérateur

LR g P

DJD:i 1\[; P[ fi]

qui est un automorphisme positif de F vérifiant
Yiel1L2..n) D.,[ﬁ(fi) = J;fi :
1

On utilisera parfois 1'opérateur

n

Dp=D2_ =% p; P

P Jp i=I l [f"]
Quel que soit u linéaire: F - E onnote

upzuoD,/b- .

L'indice d'inertie des (Up(f_))_ par rapport a O est:
| fl |
n n
lo= I up(fi,u2 = I p llu; 112
1= 1=

C'est 1a définition prise en statistique pour les (u; )i ; pj est appelé le
" poids " de u; .

On voit donc que changer la définition de I'indice d'inertie ( par
rapport au premier chapitre ), revient a remplacer u par Up ; ON peut

ainsi utiliser les résultats du premier chapitre pour Up .

Remarque . Dans laplupartdescas,Vied,, pj= % .

2.1.2. Centre de gravité des (u;)
On appelle centre de gravité des (ui)' , le vecteur

n
g=2 Pjy
1=



¥p. fj,alors,

Si nous posons Pp = : P,

NS E

i
9=Up('-Pp)

2.1.3. Si W est un sous espace vectoriel de E , on appellera
" distance des (u;) 4 W' le nombre |, w1 dans lequel on remplace u par
] £
Up . c'est-a-dire

n
lowt =I pillP (Ul
oW Simg Tt gl

En particulier io,wl =0= Vied,, Uj €EW.

2.2. Espaces principaux .

2.2.1_ Définition .

Pour tout entierk <2, up sous espace vectoriel de
aimensionk,
ge £, sera dit " principal "pour les (ur). , s7 13 distance "(2 ] !

aes (1 uf,} aW est minimum.

2.2.2. Proposition
W est un espace principal aes (u;) , si et seulement
s
57, W est somme de Sous espIces propres ae "b EE . A?p o' =
Up @ Ub COrrespondant aux valeurs propres /es plus grandes .
Dém : puisque lo=low+lg W—L 5

’o,W'L est minimum lorsque |, \y est maximumn et on utilise 1.2.6 .

2.2.3. Intéret des espaces principaux .

En Analyse des Données, on cherche a décrire un ensemble de

vecteurs , dans un espace vectoriel. Ce probléme étant généralement trop

- 12_



complexe, on projette les vecteurs sur un sous-espace vectoriel W de
dimension plus faible (1.1.4) . Le " degré de fidélité " de cette projection

est repéré comme nous I'avons dé ja vu par Io’wjl qui est 1a part
0

d'inertie expliquée par W .
Ce degré de fidélité sera maximum pour une dimension K

fixée de W, quand ce dernier sera un espace principal .

La plupart du temps on utilisera en fait les plans principaux,
c'est-a-dire, les plans engendrés par les vecteurs propres de Vp corres-
pondants aux valeurs propres les plus grandes .

2.2.4.5i ey, e9,.., e est une base orthonormale de E, les espa-

ces princpaux des (u' (e j)). sont donnés par les sous-espaces propres de
p i

Up:ugo up = Dypououo Dyp

2.2.5. Remarque .
En Analyse des Données on cherche les sous-espaces principaux .

1/ Des (Ui)iGJn dans E, en utilisant pour définitionde lg vy, 2.1.1. et 2.1.3.
On a déja vu que cela revient a rechercher les espaces principaux des

(«/Ei uj)j enutilisant pour définitionde Iy v, 1.1.2et 1.1.3

(Vpi Uj =up(fi)) .

2/ Des (U )jey ou U =u'(ej), dans F, en prenant pour produit scalaire
] J

dans F
<x|Dpy> .

Celarevient a chercher les espaces principaux des (u' (e j))_ en ne
p * ]}

changeant pas le produit scalaire de F puisque

<uleplue)>= <ulep) Du(e)> .
P p B

L'avantage de ce choix est que I'interprétation des distances entre les

- ]3_



projections des (u'p(ej))j sur un plan principal , sera plus facile , car il
s'agira de la distance enclidienne plus proche de notre intuition.
Le deuxiéme avantage de ce choix est dans la conclusion qui suit.
2.2.6. Conclusion .
Les espaces principaux des (up(fi)); <i<n etdes

(u'p(ej)h <jsL sont donnés par la décomposition canonigue de up. I1s ne
dépendent en aucun cas des bases orthonormales choisies dans F et dans E.
En outre si Wi (resp.W' ) est I'espace principal de dimension k
Kk

dans E (resp.F), alors,

Up(“{('):wk
Wo) = W
Up( k) .

et 1a part d'inertie expliquée par Wy est 1a méme que celle de W*;(I.S.?
et 1.3.3).

2.3 _Espaces affines principaux .
2.3..1. Proposition

n
S7 nous notons g = L fjet xp'p =zpify, alors
izl
Jopérateur linéaire C P aéfinit par
p
Viel 1,2...n} Cy W) =1;- ¢
( ) g, i ‘Pp

est /e projecteur sur [ ¢ - et paraliélement a ' -
P

cest-a-dire, kerCy =[y letvalCy, =[] -
‘Pp p le

Dém. il est évident que

Co (p)=0,queC2, _ C
lpp \Pp q lpp-

Vp

_14_



n
etqueVV¥ =7 «f; ,alors, comme

=

n
C‘-P' W)=V -(Z aj)p =V-<Vip> ¢
p j=1 p p

on a
Cop(W) =¥ o <v|¥ >=0.

Remarquons que I'opérateur ¢' @ ¢ définit par
p

VVEF,(pop)(W=<plV>y¢
p p

n'est autre que le projecteur sur ¢' parallélement a [ tp]-'- et que
p

Cnp' =1|- on')@ ¢ est le projecteur complémentaire .
p

2.3.2. Remarque

Si au lieu de u nous prenons l'opérateur u o Cnp' , on voit que
p
yi=(uoCy Xf))=uj-g
p

n
oug-= u(tp")) :_}E pj uj est le centre de gravité des u; .

L'indice d'inertie des y; est
n n
lg=Z pillyil2= I pjllui-gl?.
i=1 §=1

2.3.3. Proposition .

n
Lafonction a€E - |a=.zl pj lluj - all2 € R
=

atteind son minimum av point g .

|5 est appelé , I'indice d'inertie des (u;)j par rapport a a

Dém. en effet
n
la_- i pi < u]--g+g-a | Uj-g+g-a > = lg + |l g-a ||2

- 15_



En particulier, poura =0

lg=lo-lgl?.

2.3.4. Remarque importante

Remplacer u paruo Ctp'p permet de passer de la famille (uj);
a la famille (y;); = (uj-g); dont I'indice d'inertie par rapport a O est égal
a l'indice d'inertie des (uj); par rapport 2 g et dont le centre de gravité

n
Z pjyjestenO.

Cette transformation est constamment utilisée en Analyse des
Données . Or nous verrons plus loin (4.3.6.) que les systéemes statistiques

définis par u et paruo qu ne sont pas équivalents .
p

Nous n‘'utiliserons donc pas dans la suite cette transformation,
puisqu'elle change de fagon non équivalente, le systeme étudié. En outre
elle ne simplifie pas les calculs.

Par contre cette transformation permet de résoudre le probléme
suivant : si (uj); est une famille de vecteurs de E et k unentier <,
quel est 1'espace affine de dimension k qui soit ” le plus proche *

(‘au sens des moindres carrés ) des (uj); . C'est I'objet de la suite de ce

paragraphe .

2.3.5. 51 W est un sous-espace vectoriel de E, on note Iy
I'indice d'inertie de 1a projection orthogonale des (u;); sur W, par rapport

4 la projection orthogonale de a sur W,
n
la,w = ii_l pi Il Py (Uj) - Py (a) IIZ
Proposition .
|g = ngw + Ig'wl
et enoutre, ¥ a€ W+,

’g,W+a = lg,w.
= B



Dém. Vi€dy,  uj=o;+Bjol xj€Wetp;ewl
9=0y+ Gl 0U gw= Pylg) et g 1 = P,1(g) .

n
lgw= I Pi llocl12- ligwllZ = 1o w - llgwli2

La premiere égalité est évidente puisque
luill2 = flocill2 + l1B;lI2
Igh2 = ligwh? + lig, 1112

n
Depluslgwig= I : pi lloci+ all2 - ligy + ali2 = lgw-
i= p

Ainsi la dispersion des (uj)j projetés dans W et W+a est 1a méme par rap-

port a leur centre de gravité respectif.

2.3.6. Nous avons vu dans 2.1.3. que la distance des (uj); a W
est 1o w+ . Nous allons définir 1a distance des (u;); & W+a:
Uj = o + Pu(a) + B - P a(a) ,
onvoit que «; + wl(a) € W+a et que
Uj- (oxj+ Pyu(@)) = Bi- P u(@) € Wl .

On appellera donc, distance des (uj);ja W+a le nombre

n
zl pi Il Bi- Pyi(@) 17 = 15 1

1

2.3.7. Proposition .
La distance des (ur); 8 W+a, quand on 1ait varier a est

minimum poura = g.
Autrement dit parmi tous les espaces affines paralléles a W,

c'est celui qui passe par g qui est le plus prés des (u;); .

Dém. ot = logd + IPya(@l? - 2 < gul Pa(@ > .

- ]7_



Oor

1Py L(@)12- 2 < g1l u(@) > = < Pyu(@) - 2g,1IPu(a) >

< (P 1(@)-g,1) - gyl (Py1(@)-gyu) + gL >
P, L(a) - gl - lig, 1l .

D'ou
" _ 2 i 2
qui démontre la proposition

Remarque . |q . est aussibien la distance des (uj); @ W+g que celle

des (yj)j = (Uj-@)ja W.

2.3.8. Proposition .

Le sous espace 3ftine de dimensionk < L, /e plus proche des (u;/
est W+g, ou W est ] espace principal de dimension k donné par

/g aecomposition canonigue ae ] opérateur

UOClp'pODJ;ﬂUOCtp'p)p,

Dém. Cette proposition se déduit simplement de 2.3.7.(proposition et
remarque) et de 2.2.3.

3. SYSTEME STATISTIQUE (S.5) ET SES REPRESENTATIONS.
ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES (A.C.P.)

3.1. Définitions .

3.1.1. Systeme statistigue (5.5..)
Un systéme statistique est un ensemble Fini de ronctions,
Jopelées " parameétres “ov " caractéres "ou " variables

aléatoires ', appliguant un ensemble rini. aopelé
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“ensemble ges individus ”, dans R .

I1 s'agit ici de " paramétres quantitatifs " . Le cas des
" parameétres qualitatifs " sera étudié ultérieurement .

Nous prendrons comme ensemble des individus J, = (1,2,..,n ] .
Le couple(n, 2 )ou & est le nombre des paramétres et n le nombre des
individus sera appelé, " dimension du S.5. “ .

Deux S.S. de méme dimension , dont les paramétres de 1'un sont
multiples des paramétres de I'autre, seront considérés comme identiques.

In est un codage des " individus . Le S.S. ne change pas si nous permut-

tons les eléments de Jn.

3.1.2._Représentations .
Une représentation dun systéme statistigue ae
aimension (n, L) estun triplet
(u, (fi)iEJn i (e])jGJg )
ou
*uv est une goplication linéaire dun espace vectoriel Fae

aimension n, dans un espace vectoriel £ ae dimension ¢

“(fy)j ey, wrebase orthonormale ae F,

“(ej) jel, une base orthonormale ae £,
tel gue :

u]J :-:e]'lU(fi):ar
soi1t /3 valeur que prend /e j € paramétre sur e /€ individu-
E est appelé, " espace des individus " car uj = u(f;) représente

le i€ individu ; en effet, ses composantes sur 1a base (ej)jg! sont les

valeurs que prennent les parameétres sur le i€ individus .
F est appelé, " espace des parametres " car lj = u‘(ej) représente

le j€ paramétre ; en effet, ses composantes sur la base (f;)j¢j sont les
n
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valeurs que prend le j€ paramétre .

Evidemment u‘J = uJ]'

3.1.3. Caractéristiques classiques des paramétres .

3.1.3.1. Comme dans le deuxiéme chapitre, supposons qu'a

chaque individu est associé un poidsp;j >0,00 I pj=1.
n n '*n
Notons ¢p = T Jpj fjet tpb - 21 p;j fj - On voit que ligpll = 1
=l i=

et que
Fz[tpp]e[tpp]i
=Py 1 Plgolt

3.1.3.2._Moyenne , variance, écart-type .
A tout parameétre ui , est associé deux indices :

= un " indice de position " appelé " moyenne ”

Pj ul
I ]

= Un " indice de dispersion " appelé " variance "

mj:

I Mo

i

n ;

var(u' )= T pj (Ul - mj):2 :
J i=1 J

On appelle " écart-type " le coefficient

Uj = Jv_ar(u}
J

Or si nous prenons comme parameétre u'p(ej) au lieu de u'(ej)

(2.1.1.), on voit que

— ) (ej) = P[Lpp] (ur')(ej)) + p[&pp]J_(U'p(eJ'”

P[Lpp] (u;‘)(ej)) = Ub(ej) lgp > 9p
=i u-(ej) l q);) > ¥p

n
=GZy Piyi) ep



D'ou mj = & u‘p(ej) | Pp >

t mil =P " (e;

En outre ' .
p[tpp]l(up(ej) = Up(&j) -Mj¢p
lu epl?= £ <Dypul filDypuk Ty >
p 1) ] J
= I piwh?
1 J
dou

IP | (Wplep) 12 = Iy (ep I2 - m?
[0, ] ]

= Ipih? _p2=Zpiul-m)2
! J | J J
Et on déduit que

val(u)=lIP (U (ep)) II2
j [t p

&y = P (u (es) i
J 1 J
[p, )~ P
La décomposition de F en somme directe [upp] ® [l.Pp]'L , permet donc de

décomposer tout paramétre u' (e j) en une somme de deux vecteurs , dont
p

I'un contient 1'information sur 1a moyenne , et 'autre sur 1'écart-type .

3.1.3.3. Remarque .

P (f)=4pj y
T
P (f=C1-P () =fj-+p ¢p .
g, gl A

(poP  )(fy)= ¥pj (ulfy) - g).
[le]
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D'ou U, 0 P =(uoCy') (238, 23.1)
T gt PP

3.1.4. Vecteur et fonction de répartition .

Poson Jp, j(8) = (keJy | u'jk <s] .Onappellera " vecteur de

répartition " de u’ 1la fonction de R dans F définie par

Ri(s)= % Yo, fu.
P kel (9) Tk

Sa moyenne n'est autre que 1a " fonction de répartition " de u'j car

P (RJ(S)) = FJ(S) ¥p

[,)
et
Fie)= £ pe=lRys)IZ .
keJ, i(s)
noutre P (Ri(s)) = Ri(s) - Fs(s)
i(s)) = Ri(s) - Fs(s) 9
[tpp]J- J ] F=0p
et
1P RENIZ=Fi(s)(1-Fs) .
(9, 1+
3.1.5. Covariance
On sait que la covariance deu’ et u’ est
J J
cov(u', ,u.)= L Wk _my wk-m;)
37T kel A e G
=<P (u (e |P (W' (e) >
O O
= ub(ej) I u[‘J(ej- )>-mjmy
D'ou

< ub(ej)lu'p(ej-) > = COV (ub, uJ'...) +mjmj.
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3.1.6. Opérateur d'inertie

L'opérateur d'inertie :

szup ou'p:uonou'

est 1a matrice de variance-covariance , que si les parameétres sont

centrés, c'est-a-dire que leur moyenne est nulle. En effet :

(Vp)'},: < ejl Vp ej > =< U'p(Ej) | ub(ej-) >

:cov(uj,u'j.hmjmj-
PRI S . O
(V) =lu(ep 12 =02 +m?)
Enfin

irlNe)=laz L (0.24-"12.) .
PR et

3.2 Représentations d'un méme S.S.

3.2.1. Définition

Deux ensembles de vecteurs, dun espace euclidien, ayant méme
nombre déléments,(x)ic, et (yjie s seront dit ‘isomorphes
s7 et seulement si, i1 existe une permutation 0 dedn et un
opérateur T = A 0, ou\ est un scalaire

et O une isoméltrie tels gue :
yO(l) =T (X‘) , Vi€ Jn ;

On voit que ¢ permet de réordonner les (Yi)'e.m et que T vérifie:
1
*TT =T T=2A2 ke
* T conserve les angles car ,

Xj  Xj Txj Txj - i
i X L Tk Yo(i) |Vd(])

> = =
N Imxill I Iygeil Iyg(iy
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* T conserve les rapports des longueurs car ,

Ixill 0Tl Tygi
gl T g
Dorénavant , nous supposerons que 0 = | , et si ce n'est pas le

cas , nous remplacerons les (y;), ,, Par les (zi)ie a2 o

Zi= Yo(i) » Yiedn

3.2.2. Définition .

Deux représentations de méme dimension

_ _ b .
(U(Mjeun » (BJ)jGJl) et (v,(gi) ey . (h])jer )
n

seront ait " isomorphes °, 57 et seulement si,

(u(f,—))i&Jn est isomorphe 5(_\1(45;]-)“‘Jn et(uleieyp est

1somorphes & (v(hi)) e jp
Remarque . R

[1 est clair que deux représentations de méme dimension
isomorphes , peuvent étre considérées, sur le plan algébrique, comme
identiques . Par conséquent, 1'association que nous avons réalisée, entre
5.S. et représentation , ne peut avoir un intéret, que si elle est bijective a

un isomorphisme prés .

C'est le probléeme que nous allons examiner dans la suite .

3.2.3. Proposition

STfyiean @) jep) est une représentation dun 5.5., alors,

guelgue soit /es bases orthonormales (f 'iegn 98 F et (e J') jedt

de £,3/ors, 17 existe une représentation
(v.(f'ieun - (E'j)jEJl)
au méme 5.5 et isomorphe 3 /3 premiére représentation.
Dém. considérons les isométries définies par Oej=e etNf =fj

i
Alors,siv=0 ouoN, J

v(f'y) = (0 o0uoN)(fy) = OCulfy))
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et v'(e'j) =(Nouo 0')(e‘j) = N{ u‘(ej)) ]

En outre
< V'(e:]. ) f']. >=< u'(ej)lfi -

Remarque . Cette proposition nous permet de prendre les mémes bases

pour toutes les représentations d'un méme S.S. Nous prendrons donc

dans la suiteF =RN, E = RY , avec leur base canonique respective .
Une représentation d'un S.S. de dimension (n, £) sera une

application linéaire u:R" —» RY
3.2.4. _Proposition .

Deux représentations dun méme systéme statistique, sont
150morphes .

Dém. siuet v sont deux représentations d'un méme S.S,, alors, on sait

que IX€R tel que

Vied, VjeJdp , u'jjz)\v'J.i
d'ou < U'(8j)|fi s= A<V (Ej)lfi >
et U=AV.

Remarqgue : Nous allons montrer que 1a réciproque est fausse dans le cas
général . Nous allons introduire une condition de " non-dégénérescence "

d'un S.S., pour que la réciproque soit vraie .

3.2.4. Théoréme
Soitu etv deux représentations de méme dimension et

r
u=X ]J \i Py /a décomposition canonigue deu ( 1.32).
1=

S/u etv sont isomorphes, alors, la décomposition canonique
ageN correspond a /a méme décomposition des espaces £

et F en somme directe que u, et il existe \ € R tel que
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V=X iE ]JE Q;.
Dém. Par hypothése , il existe un opérateur T de F (resp. S de E) tel que
TT=TT=u21,
55 =55 =821,
u (fy) = Sv(f;)
et u'(ej) = T'v'(ej) :
D'ou U=Sy=vT .
On voit aisément que
keru=kerv, valu=valy,
T(ker u) = keru, S(val(v)) = val v
Enoutre T ((kerv)L) = (kerv)L car
Vxe kerv , Vye (ker v)L | Ixekerv telquex = Tx
et <xITy>=<TTxly>=0a2<x|y>=0.

On peut donc supposer que ker(v) = [0} et val (v) = E, C'est-a-dire que
u et vsont bijectifs. Alors,

S=uovy~!
et
T:V']OU.

Avec les notations 1.3.2., supposons que
r
TED ) J"F, pi .
i=1
r r
Prenons x= I xj€F= @ Fj oUuxj€F;
j=) f=1
On sait que

"
o IxI2 = (v o W) 12 = Iv-1(T ¥ Pi(xy) I2
i=1
(1) o2lxil2 = A v T2 = o2 1Py xII2 .

»
or IxI2 = = lixill2

| =
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A aL L 1 2
dou  fv=( ;1m Pi(x;)I = I Iv=1 (RiPixiI2,
1= 1=

ou encore
r r
Vy= I y;€E= @ E; ouU yjeE;,
i=1 4 I
r r
Iv-TCE ypI2 =2 Iv-hypi2 -
izl =l
Cela prouve que V i€Jr , Vj€Jr , iz j implique v"(E,—).Lv"(Ej).

En outre, d'apres (1), Vy;€E;,

vl = — Ny = s ly il
YA 7
: Ai
ou Ui = ;-é
Enposant1— v izl etal =0,
YU EE E el

nous avons la decomposition spectrale v

avec E :‘__e1 Ejet F =::°I v=1(E;) . Pour démontrer que v~ !(E;) = F; il
faut recor-ﬁmencer un Faisonnement analogue aveCc S =uo v~ ’ , au lieu de
T=v-lou.

3.2.5. Corollaire

Siviedr, dimFi = 1, alors u etv isomorphes implique

U= Av.

Dans ce cas u et vreprésentent le méme S.S.. C'est 1a

réciproque de 3.2.4. sous la condition dim Fi=1, Vied, .

3.3. Systéme statistique non dégénéré .

3.3.1. Proposition .
Avec /es notations age .32 , supposons que u Soit une
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représentation dun 5.5, dont 13 décomposition canonigue soit

r
J}\ipj,F=(_®lFi)@kEFU,
1=

E:(QiEi)lel‘U' .
1=

5] existe i, ey tel que dim Fy 22 3lors I/ existe au moins
a

une représentation v dun systéme statistique aifférent, avec

v Isomorphe 3 u.

Dém : Considérons une base de @ F; construite de la fagon suivante :
i€Jp

VieJr, soit (p'y )y une base orthonormale de F;.
Posons £l =P;(pl);
(5; )¢ est une base orthonormale de Ej.  Soit v I'opérateur

v= I 4XjPj+ VX Qj,
izig 0

i i i i i 1
ou Oio(mo): 520 ,O]-D(npf): 510 et 0,-D (Pg ) = &kopour kzletkz2.

D'aprés 3.2.4., v est isomorphe au. Siv représentait le méme S.S., alors

on aurait : IAER tel que u = Av, ce qui est manifestement faux .

3.3.2. Définition
Nous dirons quun 5.5. est " non-aégenéré ”, si et seulement si,
/1 admet au moins une représentation, dont /'opérateur d'inertie
(3.1.6) a tous ses espaces propres de dimension 1(i.e. Viedy,
dimFj=1).

Tout 5.5. ne verifiant pas cette condition sera appele deqenére

3.3.3. Exemple :5.5. completement dégénéreé .
C'est le S.S. dont 12 représentation u est une isométrie de RN

La décomposition canonique de u est u lui-méme. Tout autre isométrie

de RM, différente de u et -u, représente nécessairement un S.S.différent .
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3.3.4._Conclusion
De 3.3.1. nous déduisons que 1'association S.S.-représentation,
n'a un intérét que pour les S.5. non-dégénérés . Ce sont les seuls que nous

prendrons en considération dans 1a suite .

3.4._Analyse en composantes principales (ACP)

3.4.1. Théoréme
Pour toute représentation v dun 5.5 non-aegeneré, il existe
une base orthonormée de valu , (gi)ic J . e base orthonormée
de (ker )l (yiie 0. etr nombres strictement positirs
Aji>Ap> >N >0 lel que
r
Up= I YXj €@y
j=1
ovei®@Vi: F—oE otV xeF (g @ yjdx) = <yjlx>eg.
Lestej sont appelés “vecteurs principaux ', /es yj

" composantes principales’ .

Ce théoréme est un cas particulier de 1.3.2. Les g sont les
vecteurs propres de Vp =Upo U alavaleur propre A;. Les y; sont
ceuxdeUp=U 0OuUp. E

p D p

3.4.2 Interpréetation

Pour decrire I'ensemble des individus(up(f;)),.,, , on les projet-
tent sur les plans principaux [€1,€5] , [€5,€3] . La qualité de 1a projection
d'un vecteur est donnée par le rapport
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La qualité giobale est donnée par la part d'inertie expliquée
r
(}\1 + }\2)/ z )\]'.
=1

La méme description est faite pour les paramétres (u'p (ej))jEJ! , @ l'aide
des composantes principales .

11 est possible de représenter ces projections (des individus et des
paramétres), sur les mémes plans . Dans ce cas, I'axe " i " représentera

gjet V.

4. ANALYSE CANONIQUE (A.C)

4.1. Réduction d'une représentation
4.1.1. Définition
Sort deux représentations uy et up de deux 5.5. gécrivant Je
meéme ensemble d'indiviaus, ae dimension(n, Ly) et (n, k3 )
respectivement . On aopellera " somme de Uy et up" /a repré-
sentation u=up+us:F - Ej@Ep
de aimension(n, Ly + B5).

Le schéma est alors le suivant :

u
P

Ef@Ey <— F
va | II
u

p
El@E2 —> F

Si V],p:uLp ou = UIODDOU'

1,p 1

ap=tgpel

=u»o0DyoU
2p 2P

V},z = Uy ODDOU'Q
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et v =unoDphou =V §
By | 29Up . 2

alors,
Vp =Up 0 U'p: VI,D"' VZD + V\,Z + V2,|

et Up:U'pouszLp +U2,p

Avec les notations matricielles

(Vl,p | Vi2
sz
V2,1 | V2,p

Remarque.

Cette définition peut se généraliser a 1a somme d'un nombre
fini de représentations. En particulier toute représentation de dimension
(n, ¢ ) peut-étre considérée comme la somme de £ représentations de
dimension (n, 1 ). Eneffet, si

Ei =[ejl ,u]':F’EI ou,

on voit que

u (ej) =u (ey)
i

et U (ej)=0 siizj.
i

4.1.2. Définition
Avec Jes hypotheses ae 4 1. 1., nous dirons que u y et up sont

“disjointes ", auandu'l (E1) L u'2 (Ep) . Dans ce cas la somme
P P

sera dite " directe et notéeu =uy @ up .
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Vy D 0
Onvoit que Vp = 0 ”
3

Z,p
et les sous-espaces propres de UD sont, soit dans U’ (E), soit dans

1,p
U (En):
2p 2

UEyeElx)=u (Epeu (Ep)
p 1,p -

) E)

Si Ig(u) (resp.l4luy), 14(un)) est T'indice d'inertie par rapport a O, de 12
représentation u ( resp.uy up), alors,

lolu) = 15(uy) + 15(ug)

et une AC.P. de u, sera moins précise que si on fait une ACP. deu; et
de up séparément .
Ce résultat peut se généraliser a un ensemble fini de repré-

sentations disjointes deux a deux .

4.1.3. Definition

Line représentation sera dite "réauctible *, s/ existe une
partition ge l'ensemble des parametres en deux Sous-
ensembles, dont tout élément ae 1" un est orthogonal 3 tout
é/ément de ] autre .

Dans /e cas contraire on dira gue 13 représentation est

“irréguctible .

4.1.4. Proposition
Toute représentation réductible peut sécrire, comme somme

directe ge représentations .

Dém . supposons que u est une représentation de dimension (n , k),
que Jp =My UMp, 0UMy 24, Mo z@etMy NMy =g,

et que . ) ‘ .
YieMy, VYjeMo , < up(ej) Up(EJ') »=0,
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Notons  Fy=[{u (ej),jemi]] i =12;
P

FydiFay-
Soit uy et uy les applications définies par

U,‘:UOPF. :
i

SiEj=uj(F),alors Ey LEp car Vxy€Ey, 3yy €Fy telque xy=uplyy)
et Vxp€Ep, <xq|x2>=<up(yplxp > =<y |U(xg)>.
p

Oru' (x)€ Fp puisque U (xp) est une combinaison linéaire des u'p (ej)
y p

avec jeMo ; donc
<Xi||x2>=0
et
E= E1 $E2

D'ol Uu=uj; @ ug.

4.1.5. Proposition
Toute représentation reauctible, peut se décomposer en /a
somme directe rini de représentations irréauct ibles (aisjointes
aqeux-a-aeux ).
Dém. si u est de dimension (n, 2), il faut trouver une partition
deJp =My UM U..UMg tellequelesF;=[| ur')(ej) I j €M; ] ]soit de

dimension 1a plus petite possible et orthogonaux deux-a-deux .

Pour trouver My on procéde de la fagon suivante : on met dans
My Tindice 1 et tous les indices jéJp
tels que

< U'p(E|)| Ub (ej) > 20

puis pour chaque indice retenu on recommence comme pour 1'indice 1 .
Jp étant fini, I'itération de ce procédé donnera M.

La construction des autres éléments de 1a partition est évidente .
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Remarque : plutdt que de faire une A.C.P. d'une représentation réductible,
on aura une information plus fine en 1a décomposant en somme directe de

sous-représentations irréductibles et en faisant I'A.C.P. de chacune d'elle .

4.2. Analyse canonique de deux s.e.v.

4.2.1. Généralités
SoitFyetFp, deuxsev.deF, P,,-I et P{:2 les projecteurs ortho-
gonaux correspondants .
Posons Ay = Pf, PF? Pf:1 et Ap= sz P,:I Pe,
Comme (P;:i)' % st et | PFiII =1,ona Aj>0etllAjlls1 ,dou
spect (A;)) c [0,1] .
4.2.2. Théoréme . Définition de I'A.C. de IFliz_l
Avec /es notations de 42 1., 1] existe r sous-espaces

vectoriels H‘;(resp_H;) de F (resp.Fp) et r nombres réeis

O<Br<...<fpr<By <1 lo/sque

r :
Fr=Finf2e(e H;)@wm\f\él ;

I? .
Fa=FiNF20 (0 H;)eWQD\Aq-L :
=

r

Ay =P + 2 BiP .
1 F,NF2 ].=151 H;

P
.

Viedr , dim Hli = dimH' = n;
2

Les sommes directes signifient que Jes s.e.v. sont orthogonaux.

r
Q= R iR, & = 0

Dém. nous savons , puisque Aj,1=12, sont positifs, que
Af =2 CX.j P .
j i H]

. i :
ou HJ_ est le sous espace propre de A; a 1a valeur propre od .
i i
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En outre 0(_1 € [0,1]. Procédons en plusieurs étapes:
i

(i) Fy N Fo est le sous espace propre de Aj, a 1a valeur propre | . En effet
X€F1 NFy = Ajx=x,

et la réciproque se déduit du fait que
||Py:i(x) =1 x Il = xeF;.

(i) ker AjoFLl
i

5 1
(ii)FyNFp = Fy Nker Ay. Eneffet I'inclusionFy NFp C FiNker A,
est évidente . Démontrons l'inclusion inverse ,

soit xéFy Nker Ay , x = y+z avec yeF, et z€F ;- d'ou lIxi2= liyli2+ lizl2.

Ay(x) = ij(PFZ(X)) = pp‘(y) =0;
donc yGFll etz =x-y avec xeFy et yeFli Aot lizI2= IxI2+ lyl? .

En comparant avec la précédente égalité entre les normes, on tire
lyll =0,douy =0et xeF; NFL-
2

(V) kertApD=FyNFLeFl . LinclusionFy NFL @ FL c ker A,
2. 1 2

est évidente . Montrons l'inclusion inverse ,

soit xe ker Ay, x = y+z avec y€F| et ZeFI.L ;
d'aprés (ii) y = x-ge ker Ay et d'aprés (iii) yeF; N F%—
On vient donc de montrer que Fy N 2—’- ® Fll est le sous espace
propre de A4 a la valeur propre O . On montrera de 1a méme fagon que
kerA2=F2ﬂFlJ-eF;-

(V) De ce qui précéde on déduit que

r
MEFROE 2 B,
. 1
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avec O < fp < ... < Bp < By <r_1 . Montrons que

Ar =P r 8:;: P .
BEFRNET 2 80T
2

oUH! est I'espace propre de A5 & la valeur propre B; et

2

; i_ ds i.
que dim I-& = dim Hl

i = = P (Ay(x)) = B; Pp (X).
VX€H] ,AQ(sz (x)) sz PFIPF_‘, F’I:1 X F:z( 1(x)) = Bj F.

‘Al R: i i i Wi o it
D'oU B; est une valeur propre de Ay, il’;_-l,(H1 - H2et dim HI £ dim H2

puisque sz i est injectif. L'inclusion et I'inégalité inverse se
1
démontrent de 1a méme fagon .
(Vi) H! est orthogonal a ker Ay puisque ce sont deux sous espaces propres
corres;:!rondant a des valeurs propres difféerentes . De (iV), on déduit que
H! c F; et de (iV) et (V) on déduit que

! ro 1
Fq =F|ﬂF2$(igl H1)®F1 ﬂF2

et de 1a méme fagon
r .
Fo = Fi1NF (8 Hé)eBsz'lFJ-
=1 I
4.2.3 Proposition

r . .
Fi+Fa=FNFye (e (Hi+HL)eF NFaeFaNFL -

Dém . il est évident que H: est orthogonal a Fy NFy ,aF N FQJ-

etafoN F'l .11 en est de méme de Hé Il reste a démontrer que H} + H%

est orthogonal a H{ + H% sii= j,oucequirevient au méme que H} est

orthogonal & H% - Eneffet, si xeH! et yeH] , alors,
<xly>:<x|PF2y>:<Pf2x|y>:0

puisque PF2 X€ H% et que H% est orthogonal a H% .
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4.2.3. Interprétation géométrique
42.3.1. Notons

o
Ly=F1-FyNFr=( & H)eF;NFL
=l 4 2
L
Lp=Fp-FiNFp=( @ HYeFNFL
=l 2 I
Nous allons chercher les éléments normés de L les plus proches de Fo.
Tout élément normé de Fy NFL étant orthogonal 4 L;, sa distance a Ly

est égalea 1. Sixe H:,alors,xl F;_aﬂFIJ- et xL Hépourj Zi.

Donc d(x,Fp) = d(x, I-g ). Or

d(xF2) = Il x-Pg_(x) |

d(x,F2)2 = < x-sz(x)l "'PFZ(X) .
= M2 - 2 < IPE_(x) > + < Pg_(X) | PE_(x) >
= IxlIZ - < XPE(X) > = 1 - < Pg () P () >

=1-<xlAy x>=1-8;, dou

Proposition
Vxe H: sillxll = 1, alors

dx,Fp) = « I-Bi
et /e vecteur normeé ae F o /e plus proche de x
est Pg_(x)/ =Pp (x)/  €HL-

Pe oo 2 48 2

4.2.3.2. Proposition
vxely , silxl=1, a/ors,
d(x,Fp) » ¥ T-By.

Dem. autrement dit, les vecteurs normés de L les plus proches de Fo

r .
sont ceuxde H! . Six=I xj+y,avecxj€H ,yeF;n Fl
1 i=l 1 2
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r i
et =L uxlnl yliZ =1, alors,
1=

d(x,F5)2

< X-PFQ(X) | X~ sz()() >

r
1 - «xil P (xj) =
i=l B

r 3
| - I B IIx;ll< » 1-B4
1=

. 2
puisque 1> I 1 Bi Ix;l<.
I=

42 3.3 Interpréetation

La décomposition de Fj que nous avons obtenu, regroupe ses

vecteurs en sous espaces vectoriels de plus en plus éloignés de Fo.
En effet,

I .
Fi :F1ﬂF2$(_@IH;)®F1 ﬂF;'
1=

et  WxeFy,lxl=1, xeFyNFo= dlxFp) =0

XEHi_ = d(xFp) =+ 1-Bj <1
1

X€F | N le = d(x,Fp)=1.

4.3. Analyse canonique de deux représentations

4.3.1. Soit uy etup, deux représentations de deux S.5. sur un
méme ensemble d'individus . On a le schéma suivant:

u u
E1 C—i"'F—2> E2

vl




Onpose Fy=u (Ey) , Fp =u‘2(E2). Fy (resp.F;) s'appellera " espace
1

expliqué " par uy(resp.us) . En effet, tout élément de F(resp.F5) est

combinaison linéaire des paramétres de uy (resp.up) .

Définition
Nous dirons que uy est “moins rin " que Up , ou ce qui revient au
méme Uy est "plus fin " que uy SI et seulement s7,

Fy €  Fa.
Lorsqu'll y aura égalité , nous dirons que uy et up sont
‘équivalents " .
Nous avons 13, une relation d'ordre partiel , sur I'ensemble des

représentations de tous les S.5. sur un méme ensemble d'individus .

4.3.2. Définition
Quand uy et uyp ne sont pas comparables (4.3.1), on appellera

analyse canonique (A.C.) de(uy, up), /analyse canonique de(F | Fo).

Cela permet de comparer de fagon précise les espaces expliqués
par chacune des représentations . En effet :
Fi=Fy NFp a(; H)eFynFd
=1 1 2
Fp=F; NFy e(_e': Hé)e FonfFl
=1 1
*Fy NFo estlapartie de F) (resp.Fp) "totalement expliquée "
par up(resp.uy).
i H: (resp. H; ) est " partiellement expliquée " par up (resp.uj) et
ce sont les vecteurs de Hé (resp.H;) qui “ I'expliquent " le mieux, car les
eléments de F2 (resp.F1) les plus proches de Hi (resp.Hi )sont ceux de

1 2
Hgi (resp.H]i) et leur distance a HiI (resp.HiQ) est égale a v 1-Bi (42.3.1.).
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PN F;- (resp. Fo N FlL ) est 1a partie de F (resp. Fo)

" non expliquée " par u, (resp.uy).

4.3.3. Définition

507t 1y, ..., Tq une base orthonormée de FANFy, fi y,...fin
2 L |

une base orthonormée de H' . Nous savons que Qi 1,.., Gin. U
] ¥ 3 i

Pe_(fj ) .
Qi k = g est une base orthonormée de H' - Les couples

(f i ko gi,k) sont /es " couyples de parametres canoniques " .

En projetant sur les plans construits a I'aide des (f’i)i et des
(f i’k)i,k les parametres des deux représentations, on peut avoir une idee de
leur * proximité ". La " fidélité " de la projection d'un paramétre esi
d'autant meilleure que le rapport , norme de la projection/ norme du para-

metre projeté, est proche de 1.

434 Facteurs canoniques, vecteurs canoniques .
Considérons le diagramme suivant

u u'
Eq <—]— F <—2 E2
-1 BI -1
Vi vo
B2
Ey > F > Ep
u’ us

-1 -1
Pour 1a définition de Vy et V, voir 1.2.9. u'y (resp. u'» ) étant injectif sur

val( uy) (resp. val(up)), il existe un * facteur canonique " et un seul :

*al evallu)) (respa? ¢ val( up) tel que
]) ]J

ual )=t (resp.un(a2 )=gip)
ik K 2% ok
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*a! eval(u)) (resp. a?k € val( up))
k

tel que

u'i(a‘k) = fy (resp. u‘z'( aﬁ Yefp ).

On appelle * vecteurs canoniques “ les éléments

b*  =uylf ) b2 = us (g )
. 1,k K 2 \9ik

) 3

bl =uy (f) b2 = us (fy).
K I Mk K 2 V'k

On voit facilement que

UG k) = VB bl ulfi) = VBT B%

1

I I 1y - pl
V‘(ai,k) b. Vi@ )=b,

ik

2 2 2y _p2
Vgla?, ) = b Vo(a2 ) = b2

ik

-] el

Posons By = Vyou, 0u'2 et Bzzvzouzou‘l.

i i I Y<R&: @
On voit facilement que (By0Bp)(a i,k) = Bj 3
135
(ByoBp) (a )=a
2 )-B. a2
(B 0By) (a‘.’k )'5'ai,k

(Bp0By) (EE) =aE

43.5. Remarque : AC.P.

L'étude de 1a proximité des paramétres de u; et de up peut se

faire aussi, par 'ACP.deuy + up .
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La projection des paramétres sur les plans principaux, donnera
une description des positions relatives , qui ne se superpose pas a celle
donnée par 'AC.. Eneffet, elle tient compte , pour définir ces plans, de
'indice d'inertie de chaque représentation .

La fidélité de 1a description des (u'y p(ej))jeJp,
(T‘ESD.(U'Q,p(hj))JeJ_[;, dans cette projection est donnée par 1a "part
d'inertie expliquée ", c'est-a-dire, le rapport de V'indice d'inertie des
projections des u'y p(ej)resp.uz p(hj)) sur lglup)resp.lgluz)) .

La fidélité de la description de chaque paramétre, est donnée

par le rapport de 1a norme de la projection sur celle du paramétre projeté.

4.3 6. Remarque importante : paramétres non centrés.
o1 Up est une représentation dont les parametres ne sont pas tous

centrés ,alors, la représentation Vp correspondant aux parameétres centrés
est Vp=upoP (3.1.3.3)

[opH

Proposition

up et vy me sont jemers Eguivelents . Flus précisément, s7

Pp € u'p(E) alars up esit sirictement pius fine gue Yp at 57

Pp ¢ u'p(E) slars dim u'p(E)= dim v'p(E) et uy #est pos comporsble
a ¥p -

Dém.

si pp€ Up(E), i1 est évident que dim v'p(E) = dim Up(E)-1,
et que Vvp(E) c up(E).

si Lppie u'p(E) , alors la restriction de P

a u’p (E) est injective.
[pp

].L
D'ou dim (U'D(E)) = dim (V'D(E))
alors que U'R(E) = v'py (E).

On comprend pourquoi, nous n'avons pas remplacé systémati-

quement dans ce qui précede, Up par vp , d'autant plus que cela ne simplifie
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pas l'exposé . En outre, comme nous le verrons dans les chapitres suivants,
les " modalités " d'un paramétre quantitatif ou qualitatif ne sont jamais
centrés. On pourra donc leur appliquer , sans rien changer, tous les

résultats qui précédent .

4.4. Changement d'unité des parameétres .

4.4.1. Faire un changement d'unité pour le parameétre u‘p(ej) ;
revient a le multiplier par un scalaire }‘j > 0.
Définition
Un changement d'unité des parameétres daune réeprésentation u,
consiste gremplaceru parby ou § ou
A= (NN, Ap) R et 6y = RS

I1 est évident que &) est une bijection linéaire deE .

Notons (6))~! = 61/ .

4.4.2. Sil'on choisit pour )‘j , 1a norme ]]u'p(e,-)ll (resp.l'écart-
type 0, si les parametres sont centrés), alors, 1a représentation &,y ou
(resp. 81,4 0 U )correspond aux paramétres normés(resp.réduits) et 1a
matrice d'inertie (resp.variance-covariance) est

81/x 0 Vpo &y p(resp. &1/50Vp081//g
qui est 1a matrice des corrélations ).

L'intérét de ce changement d'unité est que les paramétres sont sur
la sphére unité . Leur projection sur les plans principaux sera d'autant

plus fidéle qu'elle sera proche du cercle unité .

4.43. Proposition

Les représentations u et byou sont isomorphes si et seuiement
57
)\l :)\2: :}\"
Dém . évidente a cause de 3.2.5.
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4.4 4 Proposition

Les représenistionsu el 6y ou sonl éguivsientes.

Dém. évidente puisque &) est une bijection.

5. PARAMETRES QUALITATIFS
ANALYSE FACTORIELLE DISCRIMINANTE (A.F.D.)

5.1. Paramétres qualitatifs

5.1.1. Définition
Soit u , une représentslion dun 55 de dimensian(nt) . FPoaur
lowt M C Jy , posans

= ¥pifj
ieM

§M Sappeiiers une “modsiité "
N est clairque Il gyll2 =_2r1 pj = P(M),
i€

P{M) est appelé la " probabilité de 1a modalité gy ~ . La moyenne de Pp
est < .pnhpp > = P(M) qui n'est donc jamais nul, et sa variance est

<gqlP gy > = P(M)- P2 = P(M) (1-P(M)) .
[4:,[,]l

5.1.2. Tout paramétre x€F , définit une partition de
Jn=m'uMZU__UM  per

vieMK  wieMK L <xlfi>=<xlfyp> o k=K.

2

Si nous notons x _ , 1a composante de x sur les (f;) , alors
MK ieMK
®n=Dplx) = T %
P e vk Pk
les{y ) sont les " modalités " de xj, .

MK kedp
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Elles sont orthogonales deux & deux .

La fonction de probabilité f de x est définie par

f(m)=Dsiu¢'{xﬂl, ..... i

et

f( x“k ) = P(MK )

Définition

On sppeiie ~poatentiel de prévision “dex, \asev. Fy engendré

[8I" Ses modelilés .

Autrement dit, F est 1'ensemble de tous les paramétres y,=Dp(y)
ayant les mémes modalités que x(ou xp) !

5.1.3_Définition

VxeF , YyeF, x sersdit “mains il gue |, ou\" plus fim

gue %, siel seuiement 57 Fy C FU'

Nous obtenons ainsi une relation d'ordre partiel sur 'ensemble des
paramétres .

5.1.4. Définition

X sero dil “équivelent "6 \| s el seulement s7 Fy =Fy el Jes

classes deguivelence seront sppelées = paremeélre guaiiletir =,

ge | ensemibie des individus Jy, .

Autrement dit, les paramétres qualitatifs entiérement définis
par leurs modalités . |1s sont donc en bijection avec 1'ensemble des

partitions de J,.

5.1.5. Partitions de J,.
Nous dirons que la partition ("k)ke..ls est " plus fine " que la
S

partition (N!)!eJl et nous écrirons (MK)¢; < ("l)!.e_lt , i et seulement si,
s
Vkelg, tely telqueMKc NE.
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Donc tout N! est réunion de MK .
Pour cette relation d'ordre partiel, I'ensemble des partitions
forme un treillis, c’est-a-dire quelque soit deux partitions
i1 avi 5 (MK ]
(Hk)ker et (NL)"EJL’ il existe un sup . noté (M )ker VN )"EJt et un
inf.noté (MK)ee) A (NB)pey = (MK NNEYG gy 2y -
S

5.1.6. Représentation d’'un paramétre qualitatif .
Considérons le parameétre qualitatif correspondant & la partition

{”k)ker de Jp, . |1 peut étre considéré comme un S.S. de dimension {n,s),
les paramétres du systéme étant les fonctions caractéristiques des
(”k)ke_ls . SOit(hk)ker la base canonique de RS . La représentation v du
SS. est définiepar v:F - RS

et Wkelg , VieMK , w(fj)=hy.

On voit aisement que

= p(MK ] i -
" Vplhy) = P(MX) hy oo Vp=v.Dyov

Up(q)nk ) = P(MK) -.p”k oulp=DypovovoDyp.

Donc les (hk)ker sont les vecteurs principaux et les (¢ M'J les
keJ

s
composantes principales . Le S.S. ainsi définit est non-dégénérée que si

les (P(MK))ye, sont distincts deux-d-deux . C'est évidemment la
5

condition pour que cette représentation ait un intérét (3.3.4) .

9.2._Analyse factorielle discriminante {(A.F.D) .

5.2.1. Considérons un S.S. de dimension (n,2+1) . Supposons que
pour 1'un des paramétres nous nous intéressions uniguement & ses
modalités ou ce qui revient au méme supposons qu'il ya & paramétres

quantitatifs et un qualitatif .

- 46-



Pour étudier un tel systéme, nous prendrons la représentation u
du S.S. de dimension (n,2) comprenant les £ paramétres quantitatifs, et la
représentation v du S.S. de dimension (n,s) associé au paramétre

qualitatif.
5.2.2. Definition

G sppelie A F.D. ] enslyse cenanigue du couple (4.v).
Mais comme nous 1'avons déja vu I'étude des proximités entre les para-
metres de u et les modalités de v peut se faire aussi 'aide de I'ACP..

de u+v .

5.3. Classes d'individus définies par un parameétre .

5.3.1. Soit u une représentation d'un S.S. de dimension {n,2) .
Supposons que nous nous intéressions a une seule modalité gy, MC Jp,
d'un paramétre qualitatif quelconque . Notons

Fy= [{fjlieM}]
et
1 1

B i " g - Tl
"= 00 M oppy e T

Nous cherchons a décrire d'une part, la classe A{M) des individus
présentant la modalité pm(i.e. A(M) = {up(f;)lieM } ) et d'autre part, la
proximité des paramétres u‘p(ej) avec 1a modalité gy .

Si nous posons up M = Up 0 PFM , on voit que

*¥ieM, up M{fy) = up(fy) ;

*WigM, up () =0;

TVjely upmlep = PFH(“'ﬂ(Ejn est la projection des
paramétres sur 1'espace FMm qui contient ¢y ;

Pi
*uymleM)=gqy= T —— ulf;) estle centrede
A I

gravité de la classe A(M), plus précisément celui des (u(f;))jep -
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Le probléme posé sera donc résolu en faisant une A.C.P. de up M
et en projetant pp sur les plans principaux des parametres .

5.3.2. Centres de gravités ~ intra-classes " .

En reprenant les notations 5.2.. et 5.3.1., les centres de gravité
" intra-classe " sont les

Pi
u (e )=2% —— ulfj
ik = ok W ek Py

Si chaque gnk est muni du poids P(MK) , on voit que
g=% P(MK)g _= I pjulfy
KeJg K™ g FEEH
est le centre de gravité des (u(f;))
i

€n

Pour décrire la répartition des (gk)keJ dans E, il suffit de
S

prendre un espace euclidien G muni d'une base ¥ {,..... §g orthonormale ,
chague gy étant muni du poids P(MK) ; et le probléme sera résolu par
I'A.CP.de la représentation
Wb == E
¥k —> wlg =
k bk an

5.3.3. Qualité de la description des classes par leur
centre de gravite .

Notons rg= min llg -g
A Hk ME

By =B(g , ,r,) boule ouverte de centre et de
k “k k gf‘lk

I,

rayonry ; c'est la plus grande boule possible centrée en ng et ne

contenant qu'un seul centre de gravité -

Cp=B ( Ny
K an kgz)
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La famille des {(By)y, J, est unrecouvrement de I'ensemble I
des centres de gravité par des boules ouvertes les plus grandes possibles,
séparant " . Les (By)ye J_ ne sont pas disjoints deux-8-deux . Par contre
les (Cylye J, est un recouvrement du méme ensemble par des boules ou-
vertes les plus grandes possibles, disjointes deux-a-deux .

La qualité de la représentation de 1a classe A, par son centre

de gravité gnk peut-étre représentée par deux coefficients :

x{resp.py) = proportion des éléments de A, appartenant & By
(resp. Cy) .
Il va de soi que si &y et p sont trés faibles, la description de Ay par

gnk n'a pas un grand intérét . En tout cas, pas plus que la moyenne d'une

variable aléatoire dont 1'écart-type est tres grand .

La qualité de 1a représentation globale des classes (Ap)ye J, par
leurs centres de gravité (grlk)keJ , peut-étre représentée par deux
coefficients : ¢

o(resp. p ) = somme sur k des nombres d'éléments de Ay appar-
tenant a By (resp.Cy) , divisé par n. C'est donc la proportion des individus

séparées par les (By )y J, (resp.{Cy)xe J ).

6. INDICE DE CORRELATION
ANALYSE FACTORIELLE DES CORRESPONDANCES (A.F.C)

6.1. Couple de paramétres irréductibles.
6.1.1 . Définition

LConsigérons deux poromeélres X et y guontilelifs au guelitetirs

sur un méme ensemble dindividus 3y, . Soit MK) e et (NE) tel,
S

les portitions respectives quiils inguisent surJy, . Nous dirons
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gue () esl” irréguctibie” siel seviement si
My V (W) =Jp (515
s
Guend 18 relelion ne sers pss verifiée nous dirans gue (3,y) est

" réguciibie” .

Remarque : si uet v sont les représentations associées aux parametres
qualitatifs correspondants, alors ,(x, y) est irréductible si et seulement si

u+y est irréductible{ 4.1.3) .

6.1.2. Proposition
(x,y) est irréductibie si el seulement s7

Ykeldg , Viedy ’{?ﬂkif{’-}#n ov 1kK'elg ,3ely

el gue < ¢Hkl -pNL, »>=0, < \pﬂl.l ¢Hk.> =0et < 'Pﬂk'l‘pﬂl> =0

Dém. on utilise le fait que les {p 2 (resp. (¢ 2 sont orthogonaux
M* ked N* LeJ,
deux & deux et les définitions 4.1.3. et 6.1.1.

6.1.3. Corollaire

Six ety sonl équivelents(ie. s=t et Ykelg , MK = NK), slars,
(x,4) es? irréguctibie si el seulement six el y nonl guune sevie
modeiité Pp.

6.1.4. Proposition
(x,y /est irréguctibie, siel seuiement s7,Fy N Fg =[ ¥p 1.

Dém. Pp=Z ¢ €eFy NF
P kedg MK zut‘?v! *Y

Supposons que X
kelg kP & bely

que Vkeds , Vie)y, ou=By=7%

By ¢ et montrons
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En effet, chaque f; n'intervient qu'une fois dans chaque membre.

o < -pnkl qJN‘ > = 0, cela signifie que 3 i€ J,, tel que fier‘lk N NE et ses

coefficients snnt égaux .

ay Ypj=0pvpj doloy =0y .

Si <yglyp>=0,onutilise 6.1.2. et le raisonnement ci-dessus .

6.2. Paramétres irréductibles et indice de corrélation .
6.2.1_Définition
n dit gue deux modslilés qualcanguss gy ot gy sont
indépendanies s7 el seviement s7

P(M N N) = P(M). P(N).
Remarque : si M N=@, alors P(M NN) = 0 et P(M).P(N) = 0. Cela
implique que deux modalités d'un méme paramétre ne peuvent pas étre

indépendantes .

6.2.2. Proposition
oM et gy son! Indépendenies . 51 el seviement si, leurs

projections sur [¢p]l sant arthagonsies .

Dém. PMNN) =<gmloy>

P(M)=<gmlyp>, PN ) =<9pl9p> .
D'ou P(M).P(N) = < >< Pl Py > =< Pm | >,
M| ¥p> <Ppl PN M P[.pp] ¥

et P(M NN)- P(M) P(N) = <gp | F[' N>=0.

MLQ

P

6.2.3._Définition
Avec jes patstions 6. /. 7., nous girons guex ety son!

indépendonts si el seulement s7 Vkelg , Yiedy, ’pﬁk et ~pN£
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sant indépendsnts (ie. P(MK N NE) = P(MK). P(NE)) .

Remarqgue . cette définition , qui est la définition classique de
'indépendance de deux paramétres , implique que (x,y) est irreductible .
6.2.4_Lemme
P(MK N NE )2

2 X ——————a=TrPr .Pg).
kedg ey P(MK) P(NE, Fo 7R,

Dém posons ¥y = =
X ‘pnk/u\p”dl Mk /PR

=N )| “NeRE
N

Sachant que ( ¥y)gey (resp.yplpe Jt) est une base orthonormale de Fy
s
(resp.F U) , on voit que :

: = P(MKN NE)2 : v 52
i TR < e
kelg tedy PIOPINE  kp TKIXE

’

SIPE wll2=3% <y |P >
> IPF, ¥k - <¥klPr ¥

T <y lPp P >=Tr{Pg Pg ).
&SI SF, B F, .FF L.

Le calcul de cette trace se fait par I'A.C. de (Fy, FU) )

6.2.5. Proposition

x ely sent indépendents, si et sevlement si, Tr(Pg Pp ) =1
X 'y

el gons ce cos

Fy =[9pl® Fangl etFy=[ypl@FynNFL.

Dém: il est évident que x et y indépendants, est équivalent &

( P(MK N NE ) - P(MK)P(E))2

92 =3
g P(MK) P(NE)
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or o2 = Tr(Pg Pg ) - 1;doula proposition en utilisant 6.1.4. et I'AC.
X 'y

de (Fy Fy).

6.2.6_ Définition
Six ely sonl irréguctibies , nous oppelierons ° indice de

corréletion” , de(x\) Je scaloire
Pe Pp)-
T F Fg) 1

Xpy = . )
max(dim Fy,dim Fy) - 1
Remarquons que
0 Xy y € 1
gy =0 < x et y indépendants

gy =1 xetyéquivalents (6.1.3).

%y y indique I'importance de 1a liaison entre x et y , ou ce qui revient au

méme , le degré de proximité entre les potentiels de prévision Fy et FU ;
Nous avons ainsi, a travers ce formalisme , un point de vue

original , sur le degré de liaison { ou corrélation ) entre deux parameétres

irréductibles .

6.3. Parameétres réductibles et indice partiel de corrélation .

6.3.1. Définition
Siu ely sopl jes représeniolions 85S0CIEes sux poromelres
qualitelirs correspondonts 6 % ety , olars, réduire (3.y)
SIGnRITIers réguire usy.
Plus précisément si
(nk)kus v (u!),eJt = (L™ )mey,
alors , on voit que

vmel,, 3k, 32, telsquelM_ U M= Uy N
' iedy jedp
m m
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De plus,
Ymed, , {9 .) , (¢ ) ) est irréductible .
25N e, TN ey
m m
m _ :
Notons Fx [ {43”]- lied }]

m _ i ,
M=l (g ety 1]

I1 est évident que

Fy =@ FM JFfy = ® FM

§ med, * Y meJ, Y
et FerFy = ® (F +FM).

x* Y me.JZ b y

On appellera ~ indice partiel de corrélation " le scalaire
i _ P 1=
Fm Fm
X y
gt =

%y  max{dim FM dim FM) - 1
X 4

C'est l'indice de corrélation entre

(¢ .) et (¢ .)
M! I'Eka N J€J£m
en conditionnant toutes les probabilités par LM .

(i.e. en remplagant p; par gj = pjzp (LMy) .
6.3.2._ Définition

Gn appeliere " indice ge corrélelion " de (R\) Je scelsire

= m m
®yy= mzeJZP(L ) "l

Remarquons que
Doy y <1

tyy=1 <> xéquivalent ay
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m

< Tr{Pg, P )=dim(Fy N Fg) =2
y
= Fy=Fy nFU@FangL

_ 1
et Fy=Fx NFy@Fy NF;

= (Vkelg, Veedy ,MKNNE = ¢
= 3Imtg MKUNEC LM et P(L™) P (MK N NE) = P(MK) . P(NE)) .

Nous dirons alors que x et y sont " partiellement indépendants ~ .
Cette définition est une extension de la notion classique d'indépendance
(6.2.3.), ou (x,y) est irréductible . Xy y représente comme dans 6.2.6.

le degré de proximité entre Fy et F, Fyx NFy etant fixe .

6.4. Analyse factorielle des correspondances (A.F.C.)

6.4.1. Définition

Sortu el v Jes représentslions 8550CIEes sux paremelres
quelitalirs correspondonts 6 x el . Onoppelie AFC.,I'AC.
deu,y) .

6.4.2._Remarque

La proximité des différentes modalités de x et y peut-étre

mise en évidence par 'ACP.deu+v.
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m
Xgy=0 & ¥mel; , xym=0

< TrPg, Ppg )=dim{Fy NFy) =2
= Fx=Fx nFuananL

. 5y
et Fy=Fx NFy@®Fy NF:

= (Vkelg, Veedy ,MKNNE = ¢
= Imtg MKUNEC LM et PALM) P (MK N NE) = P(MK) . P(NE)) .

Nous dirons alors que x et y sont ™ partiellement indépendants " .
Cette définition est une extension de 1a notion classique d'indépendance
(6.2.3), ou (x,y) est irréductible . By y représente comme dans 6.2.6.

le degre de proximité entre Fy et Fy, Fy NFy étant fixé .

6.4. Analyse factorielle des correspondances (AF.C.)

6.4.1. Définition

Saitu el v Jes représenislions 8ss0ciées suy poromelres
queirtetirs correspondents & % el . Gnsppelle AFC. ,T'AC.
ge{uy) .

6.4.2. Remargue

La proximité des différentes modalités de x et y peut-étre

mise en évidence par 'ACP.deu+vy.

= 55_



