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RESUME

Soit E et F deux espaces euclidiens et u un élément de £ (F,E) . On montre par une
méthode de moindres carrés que u= 2 vV A;€;® ;, o (e)j(resp.(y;)3) estune base orthonormale de
i

val u (resp.(ker u)i- ) diagonalisant uu* (resp.u*u), ( A; ); les valeurs propres non nulles de uu* et

uku et VxeF ,(g ®vy;) (x)= < yjlx>.g . Cestladécomposition canonique de u.

En Analyse des Données, lareprésentation d'un syst®me statistique comprenant

n (=dim F) individus et 2 ( =dim E ) variables aléatoires , est équivalente a la donnée d'un élément

u de £ (F,E). Nous établissons un critere ( les (J\,i)i doivent étre distincts deux a deux) pour qu'il y

ait unicité de la représentation . L'Analyse en Composantes Principales revient & faire la

décomposition canonique de u . En effet, les ( €; ); sont les vecteurs principaux et les ( ; )j les

composantes principales . On obtient ainsi un formalisme qui simplifie les calculs et généralise les
résultats , en particulier en Analyse Factorielle Discriminante et en Analyse Factorielle des

Correspondances.
L'Analyse Canonique de deux sous espaces vectoriels d'un espace euclidien , permet de
définir les indices de proximité et d'inclusion entre deux variables aléatoires étagées . Ces indices

jouent un role capital pour choisir, dans un systéme statistique, le plus petit nombre possible de
variables aléatoires, contenant l'essentiel de I'information statistique .

1.DECOMPOSITION CANONIQUE

1.1. Notations et position du probléme
Soient E et F deux espaces euclidiens de dimension £ et n respectivement , u une
application linéaire de F dans E , u* sa transposée . Posons U = u*u et V = uu*.
Nous allons établir par une méthode de moindres carrés , la décomposition spectrale de

U et de V. Nous chercherons ensuite une écriture de u qui " ressemble" & une décomposition

spectrale , que nous appellerons décomposition canonique .
Soit fy, f2, ..., fn une base orthonormale de F et notons uj = u (f { ) .On appelle indice
n
d'inertie de (u;); par rapport 3 0 le nombre I,= Z Iluiﬂz. Si W est un sous-espace
j=1



vectoriel de E et si Py, est le projecteur orthogonal sur w, alors , en posant

1
Iow = z IiPWuill2 , ona
i=1
Ip = Iow* IO’W_L g
! n n
1l est évident que I, = Tr (U) = Tr (V) puisque Io= Y, <u(fj) lu(f})> = D, <f; IUf;> .

i=1 i=]

Ce nombre ne dépend donc pas de la base choisie dans F .

1.2. Décomposition spectrale de V .

1.2.1. Proposition

V xe E, si [x] estl'espace vectoriel engendré par x , alors,

X X
Io,[x]= <— |V — >

Il lixl

Démonstration : puisque  Py;(uj) =< ujl — >. ——, alors,

Il Ixl

n * 2 * 2
2<filu(x)> _ Jureoll © O

I = < yyl—> =
el e T Ixl I x]2

1.2.2. Proposition
L'application x € S(0,1) =I5 [x] (S(0,1) est la sphére unité),atteint son
maximum . En outre si Io,[xo] est maximum, Xg est un vecteur propre de

V correspondant a sa plus grande valeur propre .
Démonstration : La premiére partie est évidente d'aprés 1.2.1. . D'aprés 1'inégalité de Schwartz on

voit que :
<x|Vx> _ <x|Vk>

o.lx] ™ 2
(x] <x|x> <x] Vx>

I

V étant positif , il en est de méme de la forme bilinéaire symétrique < x| Vy > et une nouvelle



application de l'inégalité de Schwartz donne

<x|V% > <x|VXx>
e ———— P = IO,[VK] g
<x|Vx> <x|V%>
Dot VxeE, Iy £ Io[vx]-
Si xo rend maximum Io,[xo] , alors, Io,[xo] = Io,[on] , ce qui implique
x| Vo522 < X l%e & 2 Vgl VRg > . o

1.2.3. Corollaire

V admet une décomposition spectrale ,ie., 3 Aq,..., A tels
que Ay >Ay >..>A. >0, 3JEq,.,E sousespaces
vectoriels de E deux a deux orthogonaux tels que

T
V= 2 liPEi , ol PEi est le projecteur orthogonal sur E; .
i=1

1.2.4. Théoréme

Vke N, k<dim(E), 3 W sous espace vectoriel de E , tel que dim W=k
et I w soit maximum. En outre W admet une base formée de k vecteurs propres

de V correspondants aux valeurs propres les plus grandes .
Démonstration : Soit x1,X2, ... ,xp une base orthonormale qui diagonalise V telle que V xj = l4; xj
et Wy .2y . Pour k=1 voir 1.2.2. Supposonsk=2et W' unsous espace vectoriel de
dimension deux .Evidemment 3 ye [x1]-|- N W 'et 3 x orthogonal a y tels que W '=[{x,y}].

Comme [x]- est stable par V, x5 est le vecteur de [x1]+ qui rend maximum Io[x]> X€ [x1]+.
Dot :
loow =lofx] * lofyl< loJx] + To[x;] =low 08 W=[{x1,x3}] .

On conclut par itération . n]

L'espace w de 1.2.4 s'appelle , espace principal de dimension k.



1.3. Décompeosition canonique deu ,
Il est évident que ker V = ker u* puisque || u*x || =<V x|x> et kerU=keru.

1.3.1.Théoréme
En adoptant les notations de 1.2.3., il existe F1, Fp, ..., Fr, sous espaces

vectoriels de F deux 2 deux orthogonaux et il existe P1,P»,...,P; des isométries

partielles (d'espaces euclidiens ) de F dans E , telles que

P. | - ul
_iFi—ﬁ F; >

1

—Pil X =0;

F;

T
- et u=z ‘\/K;Pi,
i=1

écriture unique que nous appellerons décomposition canonique de u.

Démonstration :  Notons Fj le sous-espace propre de U a la valeur propre A; . On voit que

u* (Ejc Fj et u(Fj)c E;. Comme uetu* sont des isomorphismes entre (ker u)L et (ker u*)L,
u*(E;)) =F; et u(F;)=E;. On déduit le théoréme, des inégalités suivantes :

V(x,x')e Eiz , V(yy') € Fi2 y
<u*x)| u* (x)> = <x|Vx'> = A <x|x'>
et <u(y)|u(y’)>=<y|Uy'>=li<y[y'> X o
1.3.2. Corollaire
3 (.Ej)j (resp. (\pj)j ) une base orthogonale de val u (resp . ( ker u)L)

diagonalisant uu* (resp. u*u) et 3 (Bj)j , valeurs propres de uu* et u*u -

telles que

“=Z“/B—j g ®y; ou (€j®\lfj)(><)=< Y | x>€g,VxeF.
]
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1.4 .Espaces Principaux

Avec les notations 1.1. , on suppose donné p =( py, ... .pp) un nURlet de nombres

n n
strictement positifs vérifiant Z pj = 1 et I'opérateur Dp = Z q/P—iP i1
i=1 =1

Quelque soit u:F—E, onnoteup=u.Dp.

Dans tout ce qui va suivre nous remplacerons u par up €t rerouverons entre autre
les résultats classiques des statistiques et de I'Analyse des Données . En particulier , l'indice
n
d'inertie des ( up (fj))i parrapport 2 0 ,est Ig = Z pil | uj 112
i=1
VWsev.cE I =3 pillPy@pll2e
i

P_P P
IS _Io,w+[0.wi"

17 sappellerala distnce des (u;); 3 W e IE 1P la part dinerie expliquée par W.
' ' 0

De méme , les espaces principaux seront ceux obtenus par la décomposition spectrale de
A%

. 2 # y » .
p=Uplp=u Dp u ( ou la décomposition canonique de up) .

Le centre de gravité gp des (u;); vérifie
gp=2 pjuj = up (9p) ol 5 =3 7pi £

Ainsi gp= 0 si et seulement si Up=up. P[(pp,J. et la transformation up = Vp=up. P[(ppll

consiste & ramener le centre de gravité des (uj)j a 'origine .

p 2 .
Vae E,V Ws.e.v.cE, posons Ia=ZPiH“i‘“a” l'inertie des (u;);
i

2
par rapportaa et IapW = Zpi [ P (u;-4) ||~ I'inertie des ( P y(u;)); par rapport 3 Pw (a) .
i

Ig,wJ. représente la distance des (u;); 8 W +a , qui est aussi celle des (u;-a); aW.

On voit que cette distance est minimum lorsque Py,L (a) = Py, ( gp) » autrement dit lorsque W +a

P14 1Py, L(a-gp)ll2

contient gp> puisque Ig,WL = lgp,W



On déduit aisément de ce qui précéde le résultat général suivant :

Théoréme

vk e {1,2,..,2-1}, le sous-espace affine de dimension k , le plus proche
des (uj)j est W +gp ou gp estle centre de gravité des (uj); et W un

espace principal de dimension k, donné par la décomposition canonique de

l'opérateur Vp=Up- P[(Pp“"

2. REPRESENTATIONS D'UN SYSTEME STATISTIQUE (S.5) .
ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES (A.C.P)

2.1 Définiti

2.1.1. Systéme statistique
Un systéme statistique est la donnée d'un ensemble probabilisé (Q, P ) den
individus et d'un ensemble de 2 variables aléatoires réelles (v.a.r).Le couple

(n,2) , s'appelle la dimension du S.S.

On se donne ( Q,P ) pour toute la suite de cet exposé avec Q={ wy,...,0,} et

n
P= _21 Pj O,. - Deux S.S. de méme dimension dont les variables aléatoires de I'un sont multiples
i= 1

des variables aléatoires de l'autre , avec le méme coefficient de multiplicité , seront considérés
comme identiques.

2.1.2. Représentations
Une représentation d'un S.S. de dimension (n,2 ) est un triplet (u,(f;) 1 <i<n »
(ej)1<j<p )»ou u € £(FE), FetE étant deux espaces euclidiens de

dimensions net £ respectivement, (fj)1<i<n J(€j)1<j< e ) des bases
orthonormales respectives , tel que

uJi=<equ(fi)>

soit la valeur que prend la j©- variable aléatoire sur le i®- individu.



E est l'espace des individus: Vie { 1,...,n}, uj = u (fj) représente le i®individu puisque ses

composantes sur la base (¢j)1<j<p sont les valeurs que prennent les variables aléatoires sur le i®-

individu. En fait comme nous I'avons vu plus haut nous préférons prendre comme i€ individu

up(fl) =4'pPj-uy .

F est l'espace des variables aléatoires : Vje { 1,...,2}, uJ'* = u* (ej ) représente la j€ variable
aléatoire puisque ses composantes sur la base (fj)1<j<n sont les valeurs que prennent la j© variable

aléatoire. Comme ci-dessus nous préférons prendre comme ¢ variable aléatoire

. *i_ = i
j (e (up); =~pi) ).

# i
up(ej)=Dp. u;

Remarqgues :

* L *
1- P[(Pp]up(cj)-(igl Pi(u);) @p=m;0p ,

donc la projection de la j®-variable aléatoire sur ®p donne sa moyenne mj .

2- ||IP .I.u*(t:-)”2 —i '((u*)i-m' )2
[q)P] P = i=1p1 _] ] '

donc la norme au carré de la projection de la j©- variable aléatoire sur [ @ D ]L est égale 2 sa variance.

3- gp=0 sietseulement si toutes les variables aléatoires sont centrées et

la transformation u Viy=Up. P consiste a centrer les variables aléatoires et 4 ramener
p— Yp=Up [(Pp]J-

le centre de gravité des (uj); 2 l'origine.

2.2 Représentation d'un S.S,
2.2.1 Définition
Deux ensembles de vecteurs,d'un espace euclidien ayant méme nombre d'éléments

(xi)1<i<n et (¥i)1<i<n , seront dit isomorphes si et seulement si, 3 une
permutation cde { 1,2,...,n } etunopérateur T= A.Ooll A est un scalaire et

O une isométrie tels que Yo(i) = Tx).vVie {l...n})




T vérifie TT*=T*T=A21; il conserve les angles et les rapports des longueurs des

vecteurs. Pour simplifier les écritures,nous supposons dans la suite g =1.

2.2.2 Définition
Deux représentations de méme dimension (u, (fj) 1<i<n » (Cj)lsjgg ) et
(v, (gi)1gicn > (hj)1<j<p seront dites isomorphes, si et seulement si,

(u (f))1<i<n (resp. (u* (ej))lsjg p ) estisomorphe & (v (gj))1<i<n

(resp.( v* (ej))1<j< 0 ) -

11 est clair que deux représentations isomorphes peuvent étre considérées, sur le plan
algébrique, comme identiques. Par conséquent, l'association S.S.-représentation, ne peut avoir un
intérét, que si elle est bijective & un isomorphisme pres. C'est le probléme que nous allons examiner

dans la suite.

2.2.3 Proposition
Si(u,(f)1 <i<n- (&) 1<j<e dest une représentation d'un S.S., alors, quel que
soit les bases orthonormales (f'j)] <j<n de F et (€)1 <j<p deE, il existe

une représentation (v, (1)1 <i<n » (€)1 <j<p )Jduméme S.S., isomorphe a

la premiére .

Démonstration : Considérons les isométries définies par Oej=e'jet Nf'j=f;
Alors,siv=0uN, v(f'j)=0u(f), v¥e ) =N* u*(ej) et <v¥*(e P [fYj>= <u*(ej) If; >
O
Cette proposition nous permet de prendre la méme base pour toutes les representations.

Nous prendrons donc dans la suite F=R", E = RE, avec leur base canoniqure respective. Ainsi,

une representation d'un S.S. de dimension (n, £ ) s'identifie & un élément de £( R™ ,IRQ] :
Par définition (voir 2.1.1) nous savons que deux représentations u et v d'un méme

S.Ssont isomorphes car de la forme u = Av avec A € R . Nous allons montrer que la réciproque est
fausse en général et chercher une condition, appelée de non-dégénérescence du S.S.,pour qu'elle soit
vraie.



2.2.4.Théoreme

T
Soient u et v deux représentations isomorphes et u = Z YAi; P;

i=1

la décomposition canonique de u (voir 1.3.). Alors, vv* (resp.v¥*v) admet les

mémes sous-espaces propres que uu* (resp. u*u) et il existe A > O, tel que

r
v =2 21, VA Q.
1=
Démonstration : Par hypothése, il existe Te £(F)et Se £(E) telsque T*T =TT*= o2 L
S¥S=55*= [32 I ,u(fj)=Sv(f) et u* (ej) = T*V*(cj ).D'ot u=Sv=vT.

On voit aisement que ker u=ker v, val u=val v, T(ker u)=ker u, S(val v)=val v. On
peut donc supposer u et v bijectifs et alors, S=uo vlet T=vlou.

i T i
Puisque u=2'\/ ?\.i P, si ":Z x;j€ F=g@ F; oux;e F;,ona,
i=1 i=1 i=1

2 e
a IxI2 =1lv (_21“/7“1 P; x) I12
1=

2 2
et () o lxgI2 =A; v (P xp) 12 = a IPyx; 12

I I
Ainsi Ikli2 =Zl Ix;12  implique I v ) Z'i VA P; x;I2 = _Zluv'l(«/ A; Py x; 2,
1= 1= 1=

T

T r T
ouencore, V y = EYiE E= @ E;., ol y;ekE, Ilv_l(Z yi)ll2 = ZIIV-I(yi)Ilz.
i=1 i=1 =1 i=1
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Cela prouve que v'l(E-l)_L v'l(Ej) si i#jetdapres (¥)Iv” l( ypll =

oy
Y

o

EW

1

* * ”
Enposant Q; |E 1=0 et Qi IEi= v 1 IEi , nous avons la décomposition

1

spectralede v = é 2 VA;Q; . Pour démontrer que v'l(Ei) =F; , il faut recommencer un

raisonnement analogue avec S, au lieu de T.

2.2.5. _Corollaire
Si Vie (l,...,r} dimFj=1, alors, uetv isomorphes, implique,
u et v représentent le méme S.S. (i,e.u=Avavec A>0).

On voit donc que la réciproque que nous cherchions admet "Vie (I,....,r} dimFj=1"

appelée propriété de non-dégénérescence, comme condition suffisante.Montrons qu'elle est
necessaire.

2.2.6.Proposition

Si u est la représentation d'un S.S. et si (avec les notations 1.2.3. et 1.3.) J iy €

{1,...rjtelque dimF; > 1, il existe une représentation v d'un S.S. différent
0

de celui de u qui soit isomorphe a u.

i i i
Démonstration : Considérons une base orthogonale (‘Vk) k deF; ie {1, .., r)etposons g = Pi(‘l’:() .
- - " iy iy iy io
Soit l'opérateur v = iﬂz Vi P+, Qi ot Qi (V)=gy » Q(¥;)=¢
)

.
et Qi (v,)=g. pourke{1,2}.

11



On voit que u et v sont isomorphes (2.2.2.). Par contre, siuetv représentaient le méme S.S., on

aurait u=Av avec A€ R ,ce qui est faux. o

Conclusion
Un S.S._non-dégénéré de dimension (n,2) , admet une représentation unique

up rRE— R®, 2 un scalaire multiplicatif prés, admettant pour décomposition canonique

) §
Up= Z'\/l_ 81®W1
i=1

1

ol (g) (resp. (y;) ) est une base orthogonale de val u (resp.val u*),
i<r l€isr

A AR e >A.>0. Dans ce cas, les espaces principaux des (up(f;)) 1 <j<n

et des ( u;( €] ) 1<j<0 sont uniques.
En Analyse en Composantes Principales (A.C.P) les (g; ) i s'appellent les vecteurs

principaux et les (; )i les composantes principales.  Ainsi la recherche de ces derniers est
équivalente & la recherche de la décomposition canonique de up,

Remarques

1- Les représentations Up et Vp = Upg P[(pp]-]- (voir 2.1 remarque 3) ne sont pas

isomorphes. Elles représentent donc des S.S. différents. Cette transformation qui est faite
systématiquement en ACP n'est donc pas justifiée.

*
2- Faire un changement d'unité pour chaque variable aléatoire up (e ] ), revient ala

£

multiplier par un scalaire o >0. Si @ = (Qp.y p) et §g= 2, - P[ej] , la représentation
=1

du nouveau S.S.est w=0850 u . uetw ne sontisomorphesquesi otj=...= ¢ .

12



3. ANALYSE CANONIQUE ET INDICES DES VARIABLES ALEATOIRES
ETAGEES.

31 l . e iel
Soient Fy et F deux sous espaces vectoriels de F, Pg et Pg les projecteurs
1 2

orthogonaux correspondants. Posons Al =P1::1 PF2 PFl et Ay = 1:’1-72 Pg { PF2

Evidemment spect (A;) c [0,1] , i=1,2.

3.1.1.Théoréme (définition de l'analyse canonique)

: ; & : i
Avec les notations ci-dessus, il existe r sous espaces vectoriels (H) 1 <j< ¢

(resp. (le)l <i< r)de Fy (resp.Fp) et r nombresréels (B;)1<i< ¢

tels que :

*1>B1>By>..> B >0
S 1

* Fy=(F, sz)e('@lHl) ® F1nFy),
1=

r i 1
* Fy=(Fy sz)e(_@l H,)) ® (Fy n F7),
=

L

r
* A2=PF1 ﬁF2+ 21]31 PHi i
i= 2
LR B | H12 = PF2 (Hll) et dim H}Z = dim Hll,

T

o J_
*F +F, = (F;nF,)® (@ (H)+H)) ® (F|nFy) & (FynFy)
i=1

Les sommes directes signifient que les s.e.v. sont orthogonaux.

13



Démonstration : Nous allons construire par étapes les décompositions spectrales de A et A> dont

nous connaissons l'existence (1.2.).
(1) F1 N Fy estévidemment le sous espace propre a la valeur propre 1 de Aj, j=lou2.

(ii) kerAj DFjL s j=len.;

i) Fp; n F‘zL = F{ nker Ay linclusion Fq1 m F'ZL < Fynker Ajestévidente.
Inversement soitx € FinkerA | ;x=y+z ouy € Fj, zeFé‘ et IIin2=IIyII2 +1izI2 |

i | " 1
Al(x)=PF1PF2(x) =PF1(y)=0,donc yE Fl et z=x-y ou xe€ F; etye Fl .

Ainsi 1212 = Ix12 +1y1? ce qui impliquey=0et x<F.

" |

(v) ker(Aq)=(F; N F:‘ZL) = F'IL : l'inclusion ker A :)(Flr‘\F%') ® F]

est évidente. Inversement six € kerAy, x=y+z, ouye Fjetze F{';

d'aprés (ii) y=x-ze ker Ay etd'apres (i), yeFn F'ZL . De méme, on montre que
kerAy = (FZGF{') @ Fé’ ’

(v) De ce qui précéde, on déduit que

T
A1=PF1mF2+ZIBiPHi ol 1> B> Py>..... > p.>0.
1= 1

r i i i i
Montrons que Ay =PE, ~F, + 2 BiP_i od Hy =P, (HyetdimHy=dim Hj .
i=1 H,
i . i i
Vxe Hy, Ay(PE,(x)=Pg,(A|(x))=B;PE, x) . D'ol PE(H)c H;

et dim (H)) < dim (Hb) puisque Pr,| ; estinjctf. Lesindices 1 2 jouant des 1ol
Hy
symétriques, on déduit dim (Hil)-" dim(Hé)et PFz(Hi1)= HE
(vi) de (iv) et (v) on tire les décompositions de F{ et Fp en sommes directes.
(vii) Pour obtenir la décomposition de F{+F7 en somme directe, il suffit de montrer que
i%j implique H. | H)  Eneffet VxeH), Vye H),

<xly> =< xIPFzy > = <PF2xly >=0 puisque PF2 X €E HIZ

14



3.1.2. Proposition

1

Vie {1,..,r],VxeH], d(“—;T,Fz) = v1-8..

Démonstration: c'est immédiat car d(ﬁ yFo)= Il x - PFZ( ) /ix 1l o

Ainsi I'Analyse Canonique de deux espaces Fy et Fp, permet de les décomposer en somme
directe de sous-espaces qui sont les sous-espaces propres de A et Ap respectivement .

Ces deux opérateurs ont les mémes valeurs propres. Leurs sous -espaces propres, correspondant a

5 . T .
une méme valeur propre, forment un angle compris entre 0 et 5 ,dont le cosinus est la valeur propre.

Par exemple :

—

. T 1. M i Y
Vie {1,..,1},c08 ( Hy,Hy ) =Pi, ie. V xe H},<x|PF2(x)>=[3i.[]x||.||PF2(x)||=ﬁi Jx1?

3.1.3. Définitions

Avec les notations 3.1.1., on appellera :

(1) indice de proximité de Fq et F 7 le nombre

TI(PFIPFZ) .
max(dim F {, dim F ) ’

P(F],Fp)=

(ii) sidim F] <dim Fp, indice d'inclusion de F; dans Fp, le nombre,

Tr (PFIPFQ)

3(F1,F2)= dirnFl

Evidemment P (F{,Fp)et ¥ (F1,Fp) € [0,1],
P (F1.Fp)ou¥ (F1,F2)=0 & F1 LF,? (F1,Fp)) =leF;=F et

¥ Fi.F2)=1=Fjc k.

15



Remarque : si (@;) 1<icp  ©st une base orthogonale de Fy (n] = dim Fy), alors I'indice
l

B

1
d'inertie de (¢); parrapportd 0 est, 10((<pi)i)=n—1 > el =1;
i=1

IoF (91)i)=Y (F1,Fp) et Io,Fz‘L =1-7Y (F1, Fp) représente la "distance" de F1 a Fy.
2

3.2. Yariables aléatoires étagées
Nous appelons variable aléatoire étagée, toute variable aléatoire X ayant un nombre fini
s de valeurs que ces derniéres soient numériques ou non. Ce vocable inclut donc les variables

aléatoires qualitatives. Evidemment s est " beaucoup plus petit " que n = card Q.

3.2.1. Définition

Soit (Q,P) un espace de probabilité de n individus et F l'espace des parametres
de base (fj)1<j<n - VM c { 1,... ,n }, on appelle modalité associ€ a M, le vecteur
PMm= Z 7pj- fj.
ieM
Toute variable aléatoire étagée induit une partition de Q etdoncde { 1,...,n }.
Soit X une telle variable aléatoire et ( MKk )i<k<s la partition associ€ée de { 1....,n }.
k
Les (@)pk sont les modalités de X et le sous-espace vectoriel Fy de F engendré par les modalités

2 2
s ‘appelle le potentiel de prévision de X. En fait F est isomorphe 2 £ (P(Q)),Fy 2 2 ( 6(x)) ol © (x)
est l'algébre engendrée par les (Mk)ket [(pp] au sous espace des fonctions constantes.

Evidemment k # k' = 0y (K Loy k' et | 9pkl2=P (MY) .

@ MK peut étre considéré comme le representant dans F de la variable aléatoire réelle 1)K (fonction

indicalriccchk);dij =set@.= ) @, keF,. Enfin <@y @p;>=P MNN).
X P4 TM X M N
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Si un S.S. contient une ou plusieurs variables aléatoires étagées, on peut remplacer ces
dernires par leurs modalités. On obtient ainsi un nouveau S.S. et en faisant une A.C.P.dans F, on
sait que I'on a la meilleure description possible de l'ensemble de ces vecteurs. Cette méthode permet
d'étudier les S.S. contenant en plus des variables aléatoires numériques, une ou plusieurs variables
aléatoires qualitatives. Elles est donc plusgénérale et plus fine que 1'Analyse Factorielle Discriminante
et I'Analyse Factorielle des correspondances .

3.3. Indices des variables aléatoires étagées,

Soient X et Y deux variables aléatoires étagées, Fx et Fy leur potentiel de

prévision. Evidemment [ Pp ] ¢ Fx N Fy et X et Y sont indépendants si et seulement si

FX - [@p) LFY - [9p].ie. Tr(PE P ) =1.Dolles définitions inspirées de 3.1.3.

Définitions
On appellera
(i) Indice de proximité de X et Y , le nombre,

Tr (PEy PRy) - 1

i = :
et max (dim Fy ,dimFy) - 1 ’

(i) Sidim Fx <dim Fy ,indice d'inclusion de X dans Y, le nombre

b (PFXPFY) -1

P dim Fyx- 1

Evidemment P(X,Y) et ¥X,Y)e [0,1],

PX,Y) ou ¥X,Y)=0 & XetY sontindépendantes , P(X,Y) =1 Fx =Fy

et ¥ Fx.Fy)=leFxcFy.

Y7



Si (MK)1<k<s (resp. (N8)1<p<t ) est la partition induite par X (resp. Y ) sur Q,

K 2.2
P (M*AN )
alors, Tr (PE . PE,) = b

’
ke p MKy PN

Dans certains cas (*), ces indices permettent de sélectionner parmi un ensemble de
variables aléatoires étagées, un sous ensemble, contenant l'essentiel de l'information.

(*) JMANUCEAU et A KHATTABI : Analyse en Composantes Principales et Inférence Statistique
Valeur pronostiqfue des variables aléatoires étagées. A paraitre.
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