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INTRODUCTION

L’étude de la position relative de deux sous-espaces vectoriels fermés d’un espace de
Hilbert a été abordée, il y a déja longtemps, notamment par J. DIXMIER [5] et P.R. HAL-
MOS [7]. Elle a été aussi abordée dans le cadre de I’analyse canonique par F. CAILLIEZ
et J.P. PAGES (2] ou J. DAUXOIS et A. POUSSE (3] par exemple.

En fait, ce probléme qui est trés général, se rencontre dés qu'il s’agit d’étudier un
opérateur fermé et il se raméne a la "décomposition spectrale généralisée” que nous intro-
duisons.

Résumé

Dans le premier paragraphe nous montrons que tout opérateur borné entre espaces
de Hilbert, de norme inférieure ou égale a 1 est, a un opérateur unitaire pres, produit de
deux projecteurs orthogonaux. L'étude d'un opérateur borné se ramene alors a l’étude de
la position relative de deux sous-espaces vectoriels fermés d’un espace de Hilbert (analyse
canonique).

Dans les paragraphes deux et trois, nous généralisons la notion de décomposition
spectrale a tout opérateur fermé entre espaces de Hilbert, ce qui nous permet de retrouver
tres simplement les résultats de |'analyse canonique discréte et de les généraliser au cas
non purement discret.

1. Opérateurs bornés

1.1. Proposition

Tout opérateur borné entre espaces de Hilbert, de norme inférieure ou
égale a 1, admet un prolongement par 0 qui s’écrit @ un opérateur unitaire
prés, comme produit de deuz projecteurs orthogonauz.

Démonstration

Remarquons tout d’abord que si H est un sous-espace vectoriel fermé d'un espace de
Hilbert, Py le projecteur orthogonal sur H, U un opérateur unitaire, alors

U*PyU = Pyey

Si H, et H, étant deux espaces de Hilbert et u un opérateur borné de H, dans H, de
norme inférieure ou égale 4 1, on a

- A=y, —-uwuw)'’? & B= (I, —uu™)’? sont des opérateurs positifs de H et
H; respectivement, de norme inférieure ou égale a 1

- ud = Bu

A —u
- U= (u B ) est un opérateur unitaire de A, 3 H»

1



0 0
- Si on pose U = ( 0) 5 G/H‘ = u ﬁ/H, = 0 u = PHgUPH'; avec
u

1 0 0 0
PH1=(0 0) et PH1=<U 1).

On en déduit que & = UU*Py,UPy, = UPy=y,PH,.
1.2. Corollasire

Tout opérateur hermitien positsf 4 d'un espace de Hilbert H admet un prolongement
par 0 @ un autre espace de Hilbert H, contenant H, de la forme Py Pr Py ou F est un
sous-espace vectoriel fermé de H.

Dans toute la suite, nous noterons H un espace de Hilbert, F] et F, deux sous-espaces
vectoriels fermés de H et u = Pp, Pr,. Evidemment [jul| <1 , Keru=F-@FRNF;
et Keru'=F'o F,NF{i.

Sionnote Hy=FioFNF# et H,=F,3FNFL | alors
HlﬁHf'=HgﬂH'L={0} et u=Py,Py.

Ainsi u est parfaitement défini par H; et H>. Nous pouvons dorénavant supposer que

FRNFt=FRnFt={0} (%)

ce qui entraine que dim F} = dim F;.

Nous avons donc ramené ’étude d’un opérateur borné entre espaces de Hilbert a celle
de la position relative de deux sous-espaces vectoriels fermés F) et F, d'un espace de
Hilbert H. F; et F, vérifiant la relation (*). Cette étude est appelée analyse canonique
de (Fy,F;). 1l est clair que si U est un opérateur unitaire quelconque, alors, l’analyse
canonique de (U Fy,UF;) est identique a celle (F}, F>) puisque U F; et UF;, vérifient (*) et
que Pyr,Pyr, = UPr,Pp U".

2. ANALYSE CANONIQUE (OU DECOMPOSITION SPECTRALE DIS-
CRETE)

On dira que ’analyse canonique de (Fi, F3) est discrete si sp(A;) est discret ou
A; =u"u = Pp, Pp, Pp,. Si en outre A; = uu*™ = Pp,Pr, Pr, , sp(A:1)=sp(4d:z)eton
établit facilement la proposition :

2.1. Proposition (Analyse canonique discréte)

=] oo
St 4, = :E:O cngH{- et A; = ';0 cx,-PH; o YiEN, a;€]0,1] alors:
uﬂ=§metg=§m

i) VieN Py, (Hi)=H} et Py(Hi) =H;
i) ¥(i,j) EN? si i#j alors HiLH]
i) VieN, cos (HH}) =& cid
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VeeHf , VyeH; |Pr(z)ll=yailzll et [Pr(y)ll=vailyl

L’analyse canonique discréte de (Fy,F;) permet donc de décomposer Fj et F; en
sommes directes de sous-espaces et donne "'angle formé par ces sous-espaces”.

2.2. Corollaire
i) ¥i €N, dimH} = dim H}

w) Vi € N, Q; = \/_IC.—?PH;PH{ est une isométrie partielle de H} sur H} (c.d.d.
oo
QiQi = PH;' et QiQ7 = PH;) et u= ) Ja; Qi. C’est la décomposition
i=0
spectrale de u.

i11) Cette décomposition spectrale eziste et est unique pour tout opérateur borné u tel que
sp(u*u) est discret.

Remarques

1) La proposition 2.1 généralise toutes les analyses canoniques et factorielles.

2) La décomposition spectrale considéree dans le corollaire 2.2 apparait dans la théorie
de la décomposition spectrale des opérateurs compacts de Riesz (J. DIEUDONNE [(4]). Elle
a par ailleurs été considérée dans le cas des opérateur a carré tragable, dans des problemes
de tri de données pour des systémes complexes en mécanique des fluides (N. AUBRY -
R. GUYONNET - R. LIMA [6]) et méme plus récemment pour les mémes auteurs dans
un cadre continu [9].

3. ANALYSE CANONIQUE DANS LE CAS GENERAL

Considérons un opérateur fermé u d'un espace de Hilbert H; dans un autre H; et
densément défini dans H,. Pour simplifier I’énoncé du théoréme ci-dessous, nous sup-
posons que u et u” sont injectifs si bien que val(u) et val(u*) sont denses dans H, et H,
respectivement.

2.1. Théoréme

Avec les hypothéses et notations ci-dessus, il eziste une unique famille Q = {Q(A) ;
A € R*} satisfaisant auz propriétés suivantes :

1) YA € R*, Q(X) est un opérateur particllement isométrique de H, dans H,. Nous
noterons P(A) = Pya = Q(A)"Q(A) le projecteur initial et Q(A) = Py = QA)QA)"
le projecteur final de Q(A).

1) Q et Q* sont continus & droite au sens de la topologie forte des opérateurs

1) Q est croissante au sens suivant : YA € RT, VN € Rt s A < X alors
BCcH e Q) x = S’Z(A)/H? (et par suite H} C H})

iv) 0)=0, s. im Q)= (u"u)"2u et s lm Q) = u*(uu*)"!/?
A—+c0 A

— OO
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v) u= o+°° AdQUA)  ou l'intégrale est définie au sens faible de Stieltjes c.d.d.
Y(w1,%2) € Hy x Hyy, A=<y | QA)Y; > est une fonction de répartition et :

]
< ¥ | uh >=f Ad < ¥y | QA >
0

En outre, YA € R :

Démonstration

Rappelons tout d’abord un résultat classique de la théorie des opérateurs (décomposi
tion polaire d’un opérateur fermé) : u étant un opérateur fermé de H, dans H, il existe
un unique couple (| u |, v) constitué d’un opérateur hermitien positif | u | sur H, et d’'une
isométrie partielle v de H; dans H; tels que u =| u | v.

On sait que | u |= (uu")'/%. En outre u et u” étant injectifs, v est une isométrie de
Hl sur Hg.

Existence. Soit Q(A) = PH;\ la famille des projecteurs spectraux de | u | (NAIMARK
8]). @ ={Q(A), A € R™} est uniquement définie par les propriétés suivantes :

-) Q est fortement continue a droite
) QO)=0 s lm QQ)=1In,

-) @ est croissante c.a.d. si A < \ alors H3 C H3
-) Ju = [T AdQ(X) au sens faible de Stieltjes.
Posons Q(A) = Q(A)v ; la famille {2(A), A € RT} satisfait aux propriétés énonceées.
i) est évidente et on remarque que P(A) = Q(A)"Q(A) = v*"Pyav = P. g3 dou
H} = v*H).
ii), iv), et v) se vérifient facilement puisque v = (uu*)~!/%u.
iii) est vraie car la famille {Q(A), A € R"} est croissante.
Remarquons enfin que Q(A)v = vP(A) et puisque Q(A) commute avec uu”, on a bien
Q(A)u = uP(A). Ceci montre que Q(A)u = uP()) et par suite P(A)u" = u*Q(A). On en
déduit que u(H}) C H? et que u™(H3) C H}. Cela montre que

uw(HM)* N Hy C ker u™ = {0}
u(H)* N H) C ker u = {0}

d’ou :



W(EN=H) et ur(H))=H}

Unicité. Soit une famille {Q2(1), A € R¥} vérifiant les cinq propriétés de l’énonce, (iii)
permet de définir v : U+Hl" — Hy par VA €RY v/ = Q(A) g2
2eR
Il est clair que v se prolonge en une isométrie de H; sur H; et que :

YAERT Q(A\)v =vP(A) = ()
L'injectivité de u et u*, (u) et (iv) montrent que s. Alim Q(A) = Iy, d'ou

v=(uu")"2u et u=(uu")v.
Pour montrer que Q(A) est la famille spectrale associée a | u | on utilise (v). En effet

V(v,9) € H?

<w|u|v>=<w/uv'p>=f Ad< v | QAW e >
0

+o0
=/ ANd<v | Qe >
0

3.2. Corollaire : Analyse Canonique Généralisée

Si Fy et F, sont deuz sous-espaces vectoriels fermés quelconques d’un espace de Hilbert
H vérifiant (*), il ezsste deuz familles crotissantes de sous-espaces vectoriels fermés de H,

(Ff\)AER-p et (F;)Aeﬂ"' telles que

i) FY = F§ = {0} F1=LAJF1‘\ et F2=E\JF2"

i) VA\eR* Pp,(F))=F} e Pp(F))=F
ui) YAeRY, VzeF} telque YueRY, u<) z¢F!

175, (2 = Pep(2)) |

m = A
utd ||z = Ppp(z)]|

w) YAERY, WyeF} telque YueRY, u<) ygFt

1Pe, (3= Prp(®)) |
stx |y = Pee(y)l|

Démonstration. On applique 3.1. a2 u = Pp,Pp, = fol AdSY(A) et on note Ppa (resp.
Pga) le projecteur initial (resp. final) de Q(A).
1) se déduit aisément de
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3. Alim Q(A) = Iy,

i) s’obtient en remarquant que

Pr,(F') = u(FY)

et a 'aide de 3.1. (v).
Les démonstrations de iii) et iv) sont semblables, nous ne donnons que la preuve de
).

1Py (z = Pex(2)I? = llu(z = Prp(2))II?

=<<zr- PFI»(I) | u'u(x - PF{“(I)) >=

A
=/ U2d<I|(PF1v*PF:H}I>
W
A
=j U2d<IfPF1vI>
w

|z - PFL»{J:)HZ =< Z. PF:AI-' >—<z, Pprz >

A
=/ d<IIPF1'I>
“

Donc

1Pe (2= P (@) 17 [*42d < | Pry(a) >
lz = Pre(@)I° [Yd<z|Prlz)>

ou R, est une probabilité dont la moyenne est comprise entre u et A et dont la vanance
est inférieure ou égale & (A — )%, On montre comme dans [1] que

= R#(Iz)

R#=>5,\

PRSA
Ainsi

. % 2 d
EﬁR“(I y=X

Remarque. Si A est une valeur propre 3.2. ii1) n’est autre que 2.1. iv). Ainsi 2.1. apparait
comme un cas particulier de 3.2.

CONCLUSION

La généralisation de I’ Analyse Canonique que nous avons obtenue a partir de |'analyse
spectrale d'un opérateur fermé n'est pas celle de Dauxois et Pousse [3] basée elle sur
la notion d’intégrale hilbertienne. L’analyse en Composantes Principales se ramenant a
’étude d'un opérateur nucléaire [1] est une analyse canonique discrete.
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