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Résumé.

Soit H un espace de Hilbert réel, séparable et Q une probabilité sur
(H, B(H)), de variance finie. On montre qu’il existe une suite croissante de
sous espaces vectoriels de dimensions finies (Va)nen, tels que les probabilités
marginales correspondantes Qy, soient des approximations de Q sur V, et
que la suite (Qy, )nen converge étroitement vers Q. On montre enfin que
I’Analyse en Composantes Principales est un cas particulier, du probléme
traité.

1 Introduction.

Dans ’étude d’une probabilité sur un espace de Hilbert il est parfois
utile d’en rechercher une approximation ou une suite d’approximations. Il
est naturel de chercher & construire cette derniére & ’aide de probabilités
marginales sur des sous-espaces vectoriels de dimension finie.

Les techniques utilisées par 1’Analyse en Composantes Principales sont
trés générales et connues depuis longtemps sous par exemple la dénomination
de “décomposition de Kanhunen - ﬁoeve 6)

Elles ont été développées dans des domaines divers (en particulier dans
la théorie du signal ) par de trés nombreux auteurs : S. CILIBERTO et
B. NICOLAENKO [4], N. AUBRY, R. GUYONNET et R. LIMA [1][2],
M.KIRBY et D. ARMBRUSTER [7], C. PARDOUX [8], J.D. RODRIGUEZ
et L. SIROVICH [9].

La généralisation de I’Analyse en Composantes Principales 2 un espace
de Hilbert réel, séparable donne une dimension nouvelle a cette théorie clas-
siquement considérée comme une méthode statistique descriptive ; dans ce
cadre plus large, elle apparait comme une méthode d’approximation d’une
probabilité. Elle peut donc étre considérée comme faisant partie de la statis-
tique inférentielle.

2 Approximation d’une probabilité.

Soit H un espace de Hilbert réel, séparable, B(H) la tribu borelienne
associée et @ une probabilité sur (H,B(H)). On suppose que sa moyenne




p = Eqg(X) existe (€ H), ainsi que sa variance
= — pl|*d < 2
var(@) = [ llz - wl*dQ(z) < +2o
Cela implique que sa covariance
L =con(Q) = [ (¢ ) @ (z — W)dQ(=)

est un opérateur nucléaire de L(H) et que

var(Q) = Tr(cov(Q)).

Proposition 2.1 Soit (Q,), une suite de probabilités sur (H,B(H)) ayant
la méme moyenne p. Alors,

(var(Q@n) — 0) = (@n => 6,)
ot 6, est la mesure de Dirac en p.

Démonstration : Vp > 0,

var(@)2 [l = ul*dQu(2) 2 £ Qu(B(k ")

Si f est une fonction continue bornée de H dans IR,

Eu(f = fu) = [ 1f = 5()ld@u+ [ 1f = f(1)]dQu.

(s,p)

En choisissant p tel que |f — f(u)| < € sur B(y, p), alors,

Bo,(lf - S < e+ Whuar@n) o

Remarque : La réciproque est fausse. Pour le voir, il suffit de prendre dans
(IR, B(IR)) la suite des probabilités

1
2n?

1
Pﬂ — (1 )6D+'2_;1_2'(6—n+6+n)
Evidemment var(P,) =1 et P, => &.
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Soit V un sous espace vectoriel fermé de H. On sait que H est isomorphe
aV xV*et que B(H) = B(V)® B(V*). Soit Py le projecteur orthogonal
sur V et posons

Qv=Qo Py
Qv est une probabilité sur (V,B(V)) et

VA € B(V),Qv(A4) = Q(Ax V).
Qv est donc la probabilité marginale de @ sur V et on voit aisément que
varQ = varQy + varQy.

et que suppQv = Py(suppQ).

Grace a la Proposition 2.1, on peut s’attendre a ce que la probabilité
Qv®dp, , (4 soit une “approximation” de Q, d’autant “meilleure” que varQy .
est plus petite. La qualité de cette approximation pourra étre appréciée par

var(Qv)

le rapport ay = el qui appartient & [0, 1] et vérifie
oy =0&0= Opy(n) @Qvr et ay =1 < Q= Qv®5pvl(#).

Nous allons préciser cette notion d’approximation, dans les propositions
2.2 et 2.3.

Dans tout ce qui va suivre, nous allons noter (e;);en+ une base orthonor-
male de H qui diagonalise I' et (A;);en- la suite des valeurs propres corres
#pondantes. On peut supposer que Vi € IV*,A; > 0. En effet, si kerl" # {0},
en posant V = (kerT')*, on peut voir que

supp(Q) CV x {Pys+(u)}

et que Q =Qv®dp,, (4
En outre, nous choisissons I'indéxation de la base de fagon a ce que la suite

des valeurs propres soit décroissante.

Evidemment (X;); € £g, {\]i € IN*} C [0, ||T]|]] et Ay = ||T-
Proposition 2.2

Vn € IN*, siV, = [{e1,...,ea}],
alors,

var(Qv,) = sup wvar(Qv).

dimV=n



Démonstration : raisonnons par récurrence.

1)n = 1. Soit e un vecteur unitaire de H. Alors varQ() =< e|cov(Q)e >.
Evidemment, ce nombre est maximum lorsque e est un vecteur propre de
cov@, correspondant a la plus grande valeur propre.

2) Supposons la propriété vraie pour n et démontrons la pour n 4+ 1. Soit
V un sous espace vectoriel de H de dimension n + 1. Montrons que

varQy < varQvy,,,.

Puisque la codimension de V;* est n, alors, V1 NV # {0}; soit z un élément
unitaire de cet ensemble et W = [z]* N V. Par hypothese varQw < varQy,
et puisque cov@ laisse invariant V},varQy;) < varQy.,,,). D’olt

varQy = varQw + varQpy) < varQy,,, [¢)

Les V, ne sont uniques que si les valeurs propres de covQ@ sont de multi-
plicité 1. V, s’appelle, espace principal de ) de dimension n.

Corollaire 2.1 Toute probabilité gaussienne @ = N(p,T') sur (IR", B(IR")),
peut s’écrire,

Q = @@
ou €j,...,e, est une base orthonormale qui diagonalise T, dont les valeurs
propres sont A1,..., . SiNi#0, Qrig = N(Ppey(p), i) et si X; =0,
Qe = 9A,, (n)-

H étant séparable, la base (e;);¢ v+ définit un isomorphisme de H sur £%,
Comme &, = R™ x {,,Vn € N*, on a

B(¢%) = B(IR") ® B(t%).

Posons

Qv =Qv, ® 8P, 1 (u)-

Evidemment
(= =]

var@vn = z“:,\,- — var(Q) = Z/\;.

=1 i=1



Proposition 2.3
Qv. = Q.

Démonstration : Vz € H, soit (z;);en+ la suite des coordonnées de = dans
la base (e;)ien+ et (u:)ien- celle de p. Si f est une fonction continue bornée
de ¢} dans IR, alors,

o) = [ 1@, s2ns bty JQuu(@1y- 1 20)
— fpf(:cl,...,:z,.,p,,.,.,,...)dQ(zl,...)

= nd
j; PndQ
0 Pa((23)ien+) = F(Z1y- s ny hintty- )
On conclut avec le théoréme de la convergence dominée O

Dans la proposition 2.3, nous aurions pu remplacer (V,), par une suite
quelconque de sous espaces vectoriels de dimensions finies de H, croissante,
dont 'union est dense dans H. Le choix des espaces principaux a un double
intérét. D’une part nous connaissons pour tout n var(@;r“) et d’autre part
cette suite, d’aprés la proposition 2.2 est celle qui converge le plus vite vers

var(Q).

Remarque : Supposons pour simplifier les notations que g = 0. ij,‘ est
une approximation de Q sur V, x {0} car

i) supp(Qv,) C V x {0}
ii) VA € B(V) Qv,(A x {0}) = Q(A x V)

d’olt 0 < Qv, (4 x {0}) - Q(A x {0}) =< Q({0} x (V;* - {0})) <
LFaee o

fs(o,,,) o 0t / {O}xw)ns(o.p)‘
Q(B(0,p) — {0}) + “WT( vi)



Chaque terme de cette derniére somme pouvant étre choisi inférieur ou
égal & £ ; le premier en prenant p suffisamment petit et le deuxiéme en
prenant n suffisamment grand.

En outre si dim[supp(Q)] = k alors Vi qui est 'espace principal de di-
mension k est le seul sous-espace de dimension k qui vérifie QV, = Q.

Posons C, = B(IR") x £2 C B(£2),C = Upen+Cn et B* = o(C). Si Q est
une gaussienne dans (H, B(H)), d’apres le corollaire 2.1 :
Vne N*, Q.= ( “_lQI,.]) ®dp v (8)- Evidemment Q = @,, sur C,. On peut
alors noter @32,Q., la restriction de Qac.

Lemme 2.1

B = B(ty).

Démonstration : il est clair que B® C B(f;) = B(R") ® B(£?). Pour
démontrer l'inclusion inverse, nous allons montrer que B(0,1) € B*; plus
précisément, nous montrerons que B(0,1) peut-étre recouvert par un ensem-
ble dénombrable d’éléments de B*.

Soit (I;)ien une suite d’intervalles I; =]z; — p;, z; + p;[, formant une base
pour |’ensemble des ouverts de ] —1,1[. L’ensemble D des éléments de la

forme [] I, ol E pl<1— Z z! est un sous ensemble dénombrable de
nelN* =1
B> dont les elements sont 1ncIus dans B(0,1).

Vo= (3:;),'6”- € B(O 1) et Vn € FV' 31

tel que 2y € I;, Claa = 2,.+ yIn + 7.';#[
On voit alors que z € th L ETL ¢

Corollaire 2.2 Pour toute gaussienne Q de (H,B(H)), on a

Q=Q QL

s=1

0& Q[eil — N('P[e,l(#): Al) st At‘ # 0 et Q[e.-] = 6}’[“.](#) Si A,’ = 0.




3 Analyse en Composantes Principales.

Soit (22, F, R) un espace probabilisé, H un espace de Hilbert réel séparable
et X une variable aléatoire de (R, F) dans (H,B(H)) de norme au carré
intégrable. Définissons X appliquant L%(R, F, R) dans H par

X(f) = [ X(@)f(@)dR(w).
On voit que }
Yu € H,Vw € Q, X*(u)(w) =< X (w)|u >
et que X o X* = covRy.
Définition : On appelle Analyse en Composantes principales de X la recherche
d’une base orthonormale (e;)ien+ de H diagonalisant covRx et rangée par

ordre décroissant de leurs valeurs propres correspondantes. Les e; s’appellent
vecteurs principauz et les ¢; = 713«'.-X *(e;) qui sont des vecteurs propres de

X* o X avec les mémes valeurs propres, composantes principales.
L’avantage de cette définition sur celle proposée dans [5] est que c’est la
plus simple possible généralisant la théorie classique de I’A.C.P. ol
Q= {z1,...,z.} et R= %, pibzi(pi > 0, i pi = 1) [3].
Notons o(X) = X~}(B(H)) C F et Rx = Q. Avec les notations ci-

dessus, on a

Proposition 3.1 X (resp. X*) est une injection continue de Lk(9, o(X), R)
dans H (resp. de H dans Lj(0,0(X), R)), telle que

ViEW',X(E,-) = \//\_,-c.-

X(e) = Ve

En outre (&;)ien+ est une base orthonormale de L*(Q,0(X), R) et
Vn € IN*,(R",B(R"), R(/x.,,.../55e)) €5t €9al @ un isomorphisme prés d
(Va, B(V2), @vs)-

Démonstration : PVH(X) T Z < XIC.' > e = Z\/.\_,-e,-c.- et Qvn =
i=1 i=1
Qo Pyl =RoPy(X)™" =Ry» /e, @
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.

Ainsi, les n premiers facteurs principaux €,...,&,, permettent de recon-
struire Q,,, approximation de Rx. On comprend tout I'intérét de ces derniers

en inférence statistique.

4 Conclusion.

L’Analyse en Composantes Principales est habituellement présentée, comme
une méthode descriptive de I’étude d’un systeme statistique [3] ce qui a
un intérét limité. On voit avec la proposition 3.1, qu’elle peut-étre aussi
considérée comme une méthode d’approximation d’une probabilité incon-
nue, a laquelle nous avons accés que par l'intermédiaire de l'observation
expérimentale de variables aléatoires.

Elle fait donc partie intégrante de la statistique inférentielle.
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